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Izvle£ek
Razporeditev interagirajo£ih delcev na sferi je zgodovinsko dobro znan problem, ne-
raziskano pa je ostalo urejanje delcev z anizotropnimi medsebojnimi interakcijami,
kamor spadata tudi dipolna in kvadrupolna interakcija. Problema orientacijskega
urejanja sistemov to£kastih dipolov pri ksnem pozicijskem redu na sferi se lotimo
z numeri£no minimizacijo energije ter predstavimo ureditvene parametre za kvan-
titativno klasikacijo najdenih konguracij. Osnovna stanja pri razli£nih ²tevilih
gradnikov so vrtin£na, vzbujena stanja pa imajo tudi druga£ne ureditve. Razi²£emo
odziv sistema na zunanje polje in odkrijemo ve£ orientacijskih faznih prehodov.
Izvedemo tudi simulacije orientacijskega urejanja kvadrupolnih sistemov na sferi,
kjer opazimo pomembne razlike med urejanjem linearnih in planarnih kvadrupolov.
Rezultati, pridobljeni v tej nalogi, sluºijo kot izhodi²£e za nadaljnje raziskovanje
sistemov delcev z anizotropno interakcijo na neevklidskih geometrijah.
Klju£ne besede: dipoli, kvadrupoli, parska interakcija, urejanje na sferi,
Thomsonov problem, orientacijski fazni prehod
PACS: 45.50.Jf, 45.10.Db, 41.20.Cv, 02.40.-k

Abstract
Distribution of interacting particles on a sphere is historically a well known problem,
however, ordering of systems with anisotropic interaction, specically dipole and
quadrupole interaction, remains unexplored. We solve orientational ordering of point
dipoles on a sphere with xed positional order with numerical minimization of energy
and introduce order parameters needed for quantitative classication of dierent
congurations. We nd vortex ground states for dierent system sizes while excited
states also show other congurations. We explore system response in external eld
where multiple orientational phase transitions emerge. We also perform simulations
of orientational ordering of quadrupole systems and notice important dierences
between linear and planar quadrupoles. Results acquired in this thesis represent a
starting point for further research on systems with anisotropic interaction on non-
Euclidean geometries.
Keywords: dipoles, quadrupoles, pair interaction, ordering on sphere,
Thomson problem, orientational phase transition
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Poglavje 1
Uvod
Razporeditev interagirajo£ih delcev na sferi je dobro znan problem  najprej zaradi
svoje zgodovinske pomembnosti, bistven pa je tudi danes. Odkar je J. J. Thomson
leta 1897 predstavil svoj model elektrona, kar ga je vodilo do iskanja konguracije
N enako nabitih delcev na povr²ini sfere z najmanj²o energijo [1], je bil problem
posplo²en tudi na ve£ drugih interakcij med delci. Med najbolj pomembne generali-
zacije sodijo razli£ne poten£ne interakcije dolgega dosega [2] ter Tammesov problem
zlaganja diskov na povr²ino krogle [3]. Taki in podobni idealizirani primeri interakcij
med to£kastimi gradniki nam omogo£ijo vpogled v naravo interakcije ter preu£evanje
simetrijskih in makroskopskih lastnosti njihovih re²itev. Skupaj s posplo²itvami re-
²itve Thomsonovega problema opi²ejo razli£ne primere samoorganizacije snovi, med
drugim ureditev proteinov v kapsidah [4], oblikovanje fulerena v gru£ah ogljika [5],
urejanje teko£ekovinskih kapljic na povr²inah [6] ipd.
V zadnjih letih je s pojavom koncepta hiperuniformnosti [7] ponovno naraslo
zanimanje za analizo enakomernih razporeditev to£k na sferi [8, 9], kamor spadajo
tudi re²itve Thomsonovega problema, po drugi strani pa je neraziskano zaenkrat
ostalo urejanje to£kastih dipolov ter vi²jih multipolov na povr²ini sfere. Dipolne
interakcije v snovi obi£ajno predstavljajo le prispevek k celotni interakciji med ele-
ktrostatsko polariziranimi ali magnetiziranimi gradniki v snovi. Obi£ajno se zaradi
hitrega padanja z razdaljo, obravnavajo le za najbliºje sosede, kar pa na sferi zaradi
zaklju£ene povr²ine ni ustrezno in je potrebna obravnava interakcije med vsemi pari
delcev. Hitro tudi ugotovimo, da moramo zaradi moºne privla£ne interakcije med
dvema dipoloma njihovo gibanje po sferi omejiti. To najlaºje storimo s ksiranjem
pozicijskega reda, vzamemo lahko na primer re²itve Thomsonovega problema in do-
volimo samo rotacije dipolnih momentov. Orientacijsko urejanje dipolov je bilo za
razli£ne dvodimenzionalne re²etke obravnavano ºe v prej²njem stoletju [10, 11, 12].
Kljub temu se zaradi topologije sfere njeni povr²ini ne prilega nobena obi£ajna re-
²etka [13], kar je tudi eden od izzivov pri re²evanju problema in lahko vodi do
zanimivih rezultatov.
Na za£etku magistrskega dela najprej predstavimo multipolni razvoj elektri£-
nega potenciala ter deniramo multipolne momente za poljubno porazdelitev na-
bojev. Modele preprostih dipolov in kvadrupolov obravnavamo kot to£kaste delce
ter zapi²emo izraze za njihove parske interakcije. Preden se posvetimo izvirnemu
delu, predstavimo ²e nekaj re²itev urejanja dipolov ter kvadrupolov na planarnih
dvodimenzionalnih re²etkah, kar nam bo tudi pomagalo pri interpretaciji rezultatov
simulacij na sferi. Problema orientacijskega urejanja multipolov na sferi se lotimo
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z numeri£no minimizacijo potencialne energije sistema. Zanimajo nas simetrije ter
mnogoterosti osnovnih in vi²jih metastabilnih stanj, prehodi med razli£nimi stanji
ter odziv na linearno sklopitev z zunanjim poljem. Za laºjo kvantitativno analizo
skonstruiramo razli£ne ureditvene parametre ter analiziramo njihovo odvisnost od
²tevila gradnikov ter amplitude zunanjega polja. V zadnjem poglavju obravnavamo
kvadrupolne sisteme na sferi in analiziramo strukture posebej za linearne in planarne
kvadrupole. Magistrsko delo predstavlja osnovo za nadaljnje raziskovanje podro£ja
urejanja multipolov na doktorski stopnji, zato so med interpretacijo rezultatov vklju-
£ene tudi ideje za nadaljnje raziskovanje.
12
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Elektrostatska interakcija
2.1 Multipolni razvoj elektri£nega potenciala
Za poljubno razporeditev (gostoto) nabojev ρ(r) znotraj telesa z volumnom V lahko
zapi²emo elektri£ni potencial v njegovi okolici kot
φ(r) =
1
4πϵ0
∫
V
ρ(r′)
|r − r′|
d3r′. (2.1)
e je telo majhno, oziroma nas zanima potencial na oddaljenosti, ki je velika v
primerjavi z dimenzijami telesa, lahko imenovalec v integralu razvijemo v okolici r
in z upo²tevanjem £lenov do reda 1/r3 v razvoju dobimo [14]
φ(r) =
e
4πϵ0r
+
xipi
4πϵ0r3
+
Qijxixj
4πϵ0r5
+O(r−4). (2.2)
Z xi smo ozna£ili komponente vektorja r, δij je Kroneckerjev delta, v izrazu upo-
²tevamo Einsteinovo notacijo se²tevanja po ponovljenih indeksih, denirali pa smo
tudi razli£ne momente porazdelitve naboja
e =
∫
V
ρ(r′)d3r′ (2.3)
pi =
∫
V
ρ(r′)x′id
3r′ (2.4)
Qij =
1
2
∫
V
ρ(r′)(3x′ix
′
j − r′
2
δij)d
3r′. (2.5)
Monopolni moment e predstavlja celoten naboj v volumnu V , vektor p je dipolni
moment, tenzor Q pa kvadrupolni moment porazdelitve. Hitro vidimo, da je Q
brezsleden in simetri£en, torej ima le 5 neodvisnih komponent. ena£ba (2.2) nam
pove, da lahko interakcijo telesa s poljubno porazdelitvijo naboja na veliki razdalji
razdelimo na vsoto monopolnega, dipolnega ter kvadrupolnega prispevka, seveda £e
so £leni vi²jih redov zanemarljivi.
Ve£krat imamo opravka s porazdelitvami to£kastih nabojev ρ(r) =
∑N
α=1 eαδ(r−
rα), kjer je eα naboj α-tega delca s koordinato rα, δ(r−rα) pa Diracova δ-funkcija.
Ta izraz lahko vstavimo v ena£be (2.3-2.5) in dobimo izraze za izra£un multipolnih
13
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momentov diskretnih porazdelitev,
e =
N∑
α=1
eα (2.6)
pi =
N∑
α=1
eαxαi (2.7)
Qij =
1
2
N∑
α=1
eα(3xαixαj − rα2δij). (2.8)
Zaradi simetrijskih lastnosti razporeditve (gostote) nabojev se lahko zgodi, da
je eden ali ve£ multipolnih momentov enakih 0. V elektrostatskih interakcijah bo
zaradi nara²£ajo£e potence oddaljenosti od opazovanega telesa v imenovalcu £lenov v
izrazu (2.2) obi£ajno najve£ prispeval prvi neni£elni £len  vsi nadaljnji £leni morajo
biti za zagotovitev konvergence izraza namre£ znatno manj²i.
Na tem mestu omenimo ²e, da lahko naredimo multipolni razvoj tudi za vektorski
magnetni potencial,
A =
µ0
4π
∫
V
j(r′)
|r − r′|
d3r′, (2.9)
kjer je j gostota elektri£nega toka znotraj telesa z volumnom V . Ta razvoj je
nekoliko bolj zahteven in ga na tem mestu ne bomo obravnavali. Omenimo le, da
bo monopolni £len vedno enak 0, £e je gostota toka brezizvirna, torej ∇ · j = 0.
2.2 Modeli multipolov, to£kasti multipoli
S pomo£jo izrazov (2.7) in (2.8) si sedaj poglejmo modele preprostega dipola ter dveh
tipov kvadrupolov. Dipol sestavimo iz dveh nasprotnih nabojev (to£kast monopol)
e1 = e in e2 = −e, od koordinate negativnega naboja do koordinate pozitivnega naj
kaºe vektor a. Monopolni moment takega sistema bo o£itno enak ni£, za dipolni
moment pa dobimo p = ea.
Kvadrupoli so nekoliko bolj zanimivi  prvi tip sestavimo iz dveh pozitivnih
nabojev e1,3 = e ter negativnega naboja e2 = −2e, ki vsi leºijo na isti premici, tako
da negativni naboj leºi med pozitivnima, ta pa sta od osrednjega naboja odmaknjena
za vektorja k in −k. Tako smo sestavili linearni kvadrupol, ki ga predstavimo s
tenzorjem
Qlin =
1
2
Q0(3k̂ ⊗ k̂ − I), (2.10)
kjer smo vpeljali k = kk̂ (stre²ica pomeni enotski vektor v dani smeri), Q0 = 2ek2,
⊗ predstavlja diadni produkt, I pa je identi£na matrika dimenzije 3× 3. Drugi tip
kvadrupolov dobimo, £e razporedimo ²tiri naboje, dva pozitivna in dva negativna,
v ogli²£a kvadrata. Pozicije pozitivnih nabojev glede na sredi²£e kvadrata dolo£ata
vektorja m in −m, pozicije negativnih nabojev pa vektorja n in −n. m in n sta
seveda ortogonalna z enako dolºino |m|= |n|= m. Tako dobljeni planarni kvadrupol
predstavlja tenzor
Qpl =
1
2
Q0(m̂⊗ m̂− n̂⊗ n̂), (2.11)
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kjer je Q0 = 2em2. Linearni in planarni kvadrupol imata tudi razli£ne lastne vre-
dnosti  £e tenzorja Qlin in Qpl zapi²emo v lastni bazi, dobimo
Qlin = Q0
⎡⎢⎢⎢⎣
−1
2
0 0
0 −1
2
0
0 0 1
⎤⎥⎥⎥⎦ in Qpl = Q0
⎡⎢⎢⎢⎣
1 0 0
0 −1 0
0 0 0
⎤⎥⎥⎥⎦ , (2.12)
kjer smo privzeli, da je simetrijska os za linearni kvadrupol v lastni bazi os x, planarni
kvadrupol pa leºi v ravnini xy s pozitivnimi naboji na osi x ter negativnimi na osi
y. Omenimo ²e, da so dipolni momenti tako sestavljenih kvadrupolov seveda enaki
0, kar lahko hitro vidimo.
Dipole ter kvadrupole lahko obravnavamo kot to£kaste, £e so razdalje med naboji
veliko manj²e od razdalje, na kateri jih opazujemo. Formalno to pomeni, da limi-
tiramo razdaljo med naboji proti 0, hkrati pa po²ljemo naboj e proti neskon£nosti,
tako da amplituda dipola µ = |p| oziroma amplituda kvadrupola Q0 ostane konstan-
tna. Dipole tako parametriziramo z dolo£eno amplitudo µ ter smernim vektorjem p̂,
kvadrupole pa z amplitudo Q0 ter smernim vektorjem k̂ v primeru linearnega kva-
drupola oziroma ortogonalnima enotskima vektorjema m̂ in n̂ v primeru planarnega
kvadrupola.
Ker to£kastih magnetnih monopolov (nabojev) v naravi ni, take konstrukcije di-
polnih ter kvadrupolnih momentov za magnetne snovi ne pridejo v po²tev. Kljub
temu lahko to£kaste magnetne dipole ter magnetizirane snovi obravnavamo na pov-
sem enak na£in kot elektri£ne dipole oz. elektri£no polarizirane snovi.
2.3 Energija interakcije med multipoli
Pogledali smo ºe, kako lahko razpi²emo elektri£ni potencial za poljubno razporeditev
nabojev znotraj volumna V na vsoto multipolnih £lenov. Zanima nas lahko tudi,
kak²na bo elektrostatska energija, £e tako telo postavimo v nek zunanji potencial.
V splo²nem velja
U =
∫
V
ρ(r)φ(r)d3r, (2.13)
od koder ob razvoju φ(r) okoli izhodi²£a koordinatnega sistema ter uporabi denicij
(2.3-2.5), sledi
U = eφ|r=0 − piEi|r=0 −
1
3
Qij(∂iEj)|r=0 +O(r3), (2.14)
kjer ∂i = ∂/∂xi, vpeljali pa smo tudi elektri£no polje Ei = −∂iφ [14]. Tak razvoj je
veljaven, £e je telo centrirano v izhodi²£u in je majhno na skali, na kateri se znatno
spremeni elektri£ni potencial. e slednje ne drºi, bodo namre£ pomembni tudi vi²ji
£leni v razvoju.
Iz izrazov (2.2) in (2.14) hitro dobimo izraze za medsebojno energijo dveh to£-
kastih multipolov  za tak sistem dveh multipolov izra£unamo energijo drugega
multipola v polju, ki ga povzro£a prvi. Za par monopolov e in e′ na medsebojni
razdalji r dobimo dobro poznani izraz
Um(r) =
ee′
4πϵ0r
. (2.15)
15
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Za par dipolov p in p′ nam kraj²i izra£un pokaºe, da velja
Ud(r) =
1
4πϵ0r3
[
pip
′
i − 3
pip
′
jxixj
r2
]
, (2.16)
za par kvadrupolov Q in Q′ pa
Uq(r) =
1
12πϵ0r5
[
35
QijQ
′
klxixjxkxl
r4
− 20QijQ
′
ikxjxk
r2
+ 2QijQ
′
ij
]
. (2.17)
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Sistemi to£kastih multipolov
3.1 Dipolni sistemi
Za opis sistema N dipolov {pi}, ksiranih na to£kah {ri} v prostoru in ob prisotnosti
zunanjega polja H , lahko zapi²emo Hamiltonian sistema [10] kot
H = Hdip +Hh, (3.1)
kjer po vzoru ena£be (2.16) interakcijo dolgega dosega med vsemi pari dipolov,
tokrat v vektorski obliki, zapi²emo v enotah 1/4πϵ0 kot
Hd =
N∑
j=1
N∑
i=j+1
1
r3ij
(pi · pj − 3(pi · r̂ij)(pj · r̂ij)) , (3.2)
interakcijo dipolov s homogenim zunanjim poljem pa predstavimo s Hamiltonianom
Hh = −H ·
N∑
i=1
pi. (3.3)
V splo²nem lahko smer dipolov v prostoru parametriziramo z dvema kotoma, azi-
mutalnim kotom φi in polarnim kotom θi. Osnovno stanje sistema dolo£imo z mi-
nimizacijo Hamiltoniana (3.1) glede na orientacije vseh dipolov  glede na vse φi
in θi.
Ob spreminjanju amplitude zunanjega polja H se preoblikuje energijska pokra-
jina sistema in s tem tudi orientacije dipolov v osnovnem stanju. Spremljamo lahko
spreminjanje magnetizacije
M =
1
N
N∑
i=1
pi (3.4)
in tako dolo£imo magnetno susceptibilnost
χ =
dM∥
dH
, (3.5)
kjer M∥ ozna£uje velikost komponente magnetizacije v smeri zunanjega magnetnega
polja.
e sistem dipolov obravnavamo statisti£no, lahko dolo£imo tudi termodinam-
sko obna²anje sistema v pribliºku povpre£nega polja [11]. Prosto energijo sistema
deniramo kot
βF(γ) = Tr [γ (βH + log γ)] , (3.6)
17
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kjer je β = 1/kBT , γ pa je gostotna matrika statisti£nih uteºi za vse moºne kon-
guracije sistema. len γ log γ predstavlja entropijski prispevek k prosti energiji. V
pribliºku povpre£nega polja velja
γ =
∏
i
γi, (3.7)
upo²tevati pa moramo ²e normalizacijo Trγi = 1. Za dolo£itev konguracije sistema
pri dani temperaturi T je potrebno minimizirati prosto energijo po vseh enodel£nih
gostotnih matrikah γi. Nadaljnja izpeljava je mogo£a, £e predpostavimo planarno
ureditev dipolov na dvodimenzionalni mreºi. Podrobnosti na tem mestu ne bomo na-
vedli, ker za primer urejanja dipolov na sferi niso povsem relevantne. Za razumevanje
v nadaljevanju predstavljenih rezultatov za dvodimenzionalno heksagonalno mreºo
povejmo le, da postopek vodi do samo-konsistentne ena£be za dolo£itev lokalnih ma-
gnetizacij, od koder lahko dolo£imo skupno magnetizacijo ter ostale termodinamske
spremenljivke.
3.1.1 Re²itve na dvodimenzionalnih re²etkah
Preden se lotimo re²evanja sistema dipolov na sferi si poglejmo re²itve na planar-
nih dvo-dimenzionalnih re²etkah  za take sisteme namre£ sklepamo, da so njihove
lastnosti najbolj podobne sferi£nemu primeru, ki nas zanima. V sistemih dipolov z
interakcijo dolgega dosega, ki jo opisuje ena£ba (3.2), se dipoli uredijo povsem dru-
ga£e kot v primerih z interakcijo kratkega dosega, kjer upo²tevamo samo interakcijo
med najbliºjimi sosedi. V ta namen si poglejmo sistem dipolov na trodimenzionalni
re²etki z medmreºno razdaljo a v pribliºku zvezne snovi  £e dipolne momente pi na
re²etki povpre£imo po makroskopsko innitezimalnih volumnih, za katere pa velja
V > a3, dobimo prostorsko odvisno makroskopsko magnetizacijo M(r), ki opi²e
nehomogenosti v orientaciji dipolov. Pokaºemo lahko, da se dipoli orientirajo na
na£in, ki minimizira celotno magnetizacijo sistema, saj je njen prispevek k energiji
sistema ve£ji od prispevka izvorov magnetizacije ∇ · M , ki jih povzro£i nastanek
domen in vrtincev [12]. Na dvodimenzionalnih re²etkah to pomeni, da se dipoli
orientirajo planarno v ravnini re²etke.
Za nadaljnjo analiti£no obravnavo je potreben pribliºek interakcije med najbliº-
jimi sosedi. Skupaj z zahtevo po planarni ureditvi dipolov lahko Hamiltonian med
enotskimi dipoli (3.2) poenostavimo v
Hdip = −
J
2
∑
⟨ij⟩
[
3
2
cos(θi + θj − 2ψij) +
1
2
cos(θi − θj)
]
, (3.8)
kjer z ⟨ij⟩ ozna£imo pare sosednjih mest i in j na re²etki, uvedli pa smo tudi inte-
rakcijsko konstanto med sosedi J = 1/r3ij [10]. Uvedli smo kote {θi} in {ψij}, ki jih
dipoli pi in vektorji med mesti na re²etki rij opi²ejo z osjo x.
3.1.2 Osnovno stanje na kvadratni in heksagonalni re²etki
Osnovno stanje sistema dipolov na dvo-dimenzionalnih re²etkah v odsotnosti zuna-
njega polja najdemo z minimizacijo Hamiltoniana (3.8). Hitro vidimo, da i²£emo
konguracije, ki zadostijo pogoju θi + θj − 2ψij = 0. Ko najdemo eno stanje, ki
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ustreza temu pogoju, lahko nadaljnja stanja najdemo z rotacijo dipolov na na£in,
da vsota θi + θj ostane konstantna. e je na²a re²etka bipartitna, lahko to dose-
ºemo z razdelitvijo re²etke na sodo in liho podre²etko. Sedaj zarotiramo dipole na
obeh podre²etkah za enak kot φ v nasprotnih smereh, s £imer dobimo novo stanje
z isto energijo. Osnovna stanja lahko torej parametriziramo s kotom rotacije φ. Za
osnovno celico kvadratne re²etke tako dobimo
θγ = (φ,−φ+ π, φ+ π,−φ); γ = 1, ..., 4, (3.9)
za heksagonalno re²etko pa
θγ = (φ+
2π
3
,−φ+ 2π
3
, φ,−φ, φ− 2π
3
,−φ− 2π
3
); γ = 1, ..., 6. (3.10)
Osnovna stanja za razli£ne vrednosti parametra α so prikazana na slikah 3.1a in 3.1c.
Za izra£un energije osnovnih stanj, si poglejmo drugi £len vsote v ena£bi (3.8)
(prvi £len nam da 3/2). Izra£unati moramo moºne vrednosti θi − θj, kjer sta i in j
sosednji mesti na re²etki. I²£emo torej razli£ne energije vezi med dipoli (sliki 3.1b
in 3.1d). Izra£un teh energij iz parametriziranih kotov je trivialen, dobimo
(Ea, Eb) = −J(1 + sin2 φ, 1 + cos2 φ) (3.11)
za tipe vezi a in b na kvadratni re²etki (Slika 3.1b) in
(Ea, Eb, Ec) = −J(1 + cos2 φ, 1 + cos2(φ+ π3 ), 1 + cos
2(φ− π
3
)) (3.12)
za tipe vezi a, b in c na heksagonalni re²etki (Slika 3.1d). e sedaj pre²tejemo ²tevilo
posameznih vrst vezi v sistemu z N dipoli, lahko izra£unamo energije osnovnih stanj
Esq = −3NJ in Ehex = −
9
4
NJ (3.13)
za kvadratno in heksagonalno re²etko. Energije so neodvisne od φ, kar pomeni, da je
osnovno stanje zvezno degenerirano. Pripomnimo le, da zaradi simetrije obeh siste-
mov transformaciji φ→ φ+ kπ
2
za kvadratno re²etko in φ→ φ+ kπ
3
za heksagonalno
re²etko opi²eta natanko isto stanje kot pred transformacijo (k je celo ²tevilo).
Zgornji izra£un energij seveda velja le za primer, ko je temperatura sistema enaka
ni£. Za neni£elno temperaturo bi morali upo²tevati ²e vplive termi£nih uktuacij.
Zaradi entropijskega prispevka k prosti energiji sistema, ki smo ga ºe uvedli na
za£etku poglavja 3.1, bodo preferirana stanja z ve£jo gostoto stanj za nizkoenergijske
ekscitacije [10].
3.1.3 Osnovna stanja na rombski re²etki
Vplive razporeditve najbliºjih sosedov okoli posameznega dipola, predvsem njene
simetrije, na strukturo osnovnega stanja lahko bolje razi²£emo, £e si pogledamo
konguracije dipolov na rombski re²etki v odvisnosti od rombskega kota α. Re-
zultati numeri£nih simulacij (minimizacija energije) za tri razli£ne vrednosti α so
predstavljeni na Sliki 3.2 [12].
Hitro lahko vidimo, da rezultat za α = π/2 ustreza re²itvi iz poglavja 3.1.2  re-
²itev ima periodi£no lokalno vrtin£asto strukturo. Ob zmanj²evanju rombskega kota
19
Poglavje 3. Sistemi to£kastih multipolov
(a) Razli£na osnovna stanja na kvadratni re²etki. (b) Energije vezi za kva-
dratno re²etko pri poljub-
nem φ.
(c) Razli£na osnovna stanja na heksagonalni re²etki.
(d) Energije vezi za heksa-
gonalno re²etko pri poljub-
nem φ.
Slika 3.1: Parametrizacija osnovnih stanj z enim kotom za kvadratno in heksagonalno
re²etko, skupaj z energijami vezi med sosednjimi mesti za oba primera. Med razli£nimi
osnovnimi stanji lahko prehajamo z rotacijo dipolov na podre²etkah za kot φ v nasprotnih
smereh. Slika je povzeta iz [10].
opazimo dva orientacijska fazna prehoda. Najprej se sistem preoblikuje v vrtinec, ki
se ²iri po celotni re²etki, kasneje pa se vzpostavi diagonalno antiferomagnetno stanje
z osjo antiferomagnetizacije v smeri kraj²e diagonale osnovne celice. e preu£imo
odvisnost konguracije osnovnega stanja od kota α bolj podrobno, ugotovimo, da
je vrtinec stanje z najniºjo energijo med koti α = 50◦ in α = 75◦ [12]. Kot bomo
ugotovili kasneje v poglavju 4.2, je vrtinec tudi osnovno stanje sistema dipolov na
sferi.
3.1.4 Heksagonalna re²etka v zunanjem polju
Do te to£ke je bila na²a diskusija orientacije dipolov na dvodimenzionalnih re²etkah
omejena na primer brez zunanjega polja in pri ni£elni temperaturi. V tem poglavju
predstavimo nekaj rezultatov simulacij urejanja dipolov iz literature za heksagonalno
re²etko pri razli£nih temperaturah in v prisotnosti zunanjega polja. Konguracije so
rezultat iterativne re²itve samo-usklajenih ena£b, ki sledijo iz ena£be (3.6), od koder
lahko izra£unamo magnetizacijo (ena£ba (3.4)) ter susceptibilnost (ena£ba (3.5))
[11].
V prisotnosti zunanjega polja je urejanje dipolov v smeri tega polja energijsko
ugodno. e pri nizkih temperaturah pride do dviga degeneracije osnovnega stanja
in sistem preferira razli£ne konguracije, odvisno od smeri zunanjega polja glede
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Slika 3.2: Osnovna stanja na rombski re²etki pri razli£nih rombskih kotih, α = π/2
(lokalni vrtinec), α = π/3 (vrtinec) in α = π/6 (diagonalni antiferomagnet). Simulacijski
vzorci so diski, ki vsebujejo med 80 in 1500 mest z dipoli. Slika je povzeta iz [12].
na re²etko. Na sliki 3.3 sta predstavljena primera za zunanje polje v smereh dveh
razli£nih simetrijskih osi sistema. Opazimo, da je za horizontalno smer polja prefe-
ren£no osnovno stanje z φ = 0, za vertikalno polje pa se dipoli orientirajo v stanje
z φ = π/6. Ob dvigovanju temperature sistem ostane v istem stanju, dokler ni
doseºena kriti£na temperatura. V tej to£ki sistem doºivi orientacijski fazni prehod.
Ob prehodu med fazama (med drugo in tretjo sli£ico na slikah 3.3a in 3.3b) se di-
poli, ki so antiparalelni glede na zunanje polje, zasukajo v smer polja, kar drasti£no
spremeni konguracijo sistema.
(a) Magnetno polje v horizontalni smeri (levo).
(b) Magnetno polje v vertikalni smeri (navzgor).
Slika 3.3: Konguracije sistema za zunanje polje h = 0.84 v horizontalni in vertikalni
smeri pri razli£nih temperaturah. Za nizke temperature se ob prisotnosti zunanjega polja
zvezna degeneracija dvigne in sistem zavzame razli£ne konguracije v odvisnosti od smeri
zunanjega polja. e pove£ujemo temperaturo, sistem doºivi orientacijski fazni prehod.
Slika je povzeta iz [11].
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Na sliki 3.4 je prikazana odvisnost magnetizacije (levo) ter susceptibilnosti (de-
sno) od velikosti zunanjega polja h pri razli£nih temperaturah. Prikazani so le
rezultati, pridobljeni za polje v horizontalni smeri, saj so rezultati za vertikalno
smer skoraj enaki. Pri nizkih temperaturah je fazni prehod bolj o£iten, po za£etnem
po£asnem nara²£anju v neki to£ki opazimo skok v magnetizaciji, kar ustreza diver-
genci v susceptibilnosti. Pri vi²jih temperaturah je prehod manj izstopajo£ in pri
dovolj visoki temperaturi celo popolnoma izgine  susceptibilnost je konstantna za
vse h. Podobno odvisnost magnetizacije in susceptibilnosti od amplitude zunanjega
polja bomo v poglavju 5.1 predstavili tudi za sistem dipolov na sferi pri temperaturi
T = 0.
Slika 3.4: Magnetizacija (levo) in susceptibilnost (desno) v odvisnosti od zunanjega po-
lja. Krivulje predstavljajo primere z razli£nimi temperaturami (od najniºje do najvi²je
magnetizacije pri velikih h): 3.41, 2.05, 1.59, 0.68. Opazimo, da nezvezen orientacijski
fazni prehod pri vi²jih temperaturah izgine. Slika je povzeta iz [11].
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3.2 Kvadrupolni sistemi
Podobno kot za dipolne sisteme ºelimo sedaj opisati sistem N kvadrupolov na ksnih
pozicijah {ri}. Hamiltonian bo imel v tem primeru le prispevek parskih interakcij
po vzoru izraza (2.17), saj kvadrupoli s konstantnim zunanjim poljem ne interagi-
rajo (ena£ba (2.14)). Primera za linearne in planarne kvadrupole bomo obravnavali
lo£eno. Hamiltonian sistema N identi£nih linearnih kvadrupolov z vektorji osi {k̂i}
bo imel obliko
(3.14)
Hlin =
3Q20
4
N∑
j>i
1
r5ij
[
35(k̂i · r̂ij)2(k̂j · r̂ij)2 − 20(k̂i · k̂j)(k̂i · r̂ij)(k̂j · r̂ij)
− 5(k̂i · r̂ij)2 − 5(k̂j · r̂ij)2 + 2(k̂i · k̂j)2 + 1
]
,
Hamiltonian za planarne kvadrupole s pari vektorjev, ki denirajo ravnino {m̂i, n̂i}
pa bo
Hquad =
Q20
3
∑
j>i
1
r5ij
[35Aij − 20Bij + 2Cij] , (3.15)
kjer smo ozna£ili
Aij =(m̂i · r̂ij)2(m̂j · r̂ij)2 − (m̂i · r̂ij)2(n̂j · r̂ij)2
− (n̂i · r̂ij)2(m̂j · r̂ij)2 + (n̂i · r̂ij)2(n̂j · r̂ij)2,
Bij =(m̂i · m̂j)(m̂i · r̂ij)(m̂j · r̂ij)− (m̂i · n̂j)(m̂i · r̂ij)(n̂j · r̂ij)
− (n̂i · m̂j)(n̂i · r̂ij)(m̂j · r̂ij) + (n̂i · n̂j)(n̂i · r̂ij)(n̂j · r̂ij), (3.16)
Cij =(m̂i · m̂j)2 − (m̂i · n̂j)2
− (n̂i · m̂j)2 + (n̂i · n̂j)2.
Za primer linearnih kvadrupolov lahko parametriziramo smer vsakega kvadrupola
z dvema kotoma φi in θi. Za planarne kvadrupole na povr²ini nekega telesa je
ugodneje, da s kotoma φi in θi parametriziramo smer normale âi na m̂i in n̂i. Nato
deniramo m̂i = b̂i × âi/|b̂i × âi|, kjer je b̂i smer normale na povr²ino v to£ki ri,
ter n̂i = âi × m̂i, s £imer zadostimo ortogonalnosti m̂i in n̂i.
Termodinamsko obna²anje ponovno dobimo z minimizacijo proste energije. Po-
dobno kot v primeru z dipole uporabimo pribliºek povpre£nega polja, da lahko go-
stotno matriko razstavimo na produkt enodel£nih gostotnih matrik z verjetnostnimi
porazdelitvami za posamezno orientacijo kvadrupola γ =
∏
i γi. Oblika izraza za
prosto energijo je identi£na izrazu (3.6). Na dvodimenzionalni mreºi lahko ob pred-
postavki ureditve linearnih kvadrupolov v ravnini mreºe minimizacijo izvedemo ana-
liti£no, kar nas pripelje do transcendentnih ena£b za pri£akovano smer orientacije
kvadrupolov.
Podobno kot v primeru dipolov bi, preden se lotimo sferi£nega primera, ºeleli
najprej preu£iti obna²anje sistemov linearnih kvadrupolov na dvodimenzionalnih
re²etkah. Rezultati prikazani na sliki 3.5 so pridobljeni z minimizacijo proste energije
sistema pri nizkih temperaturah. Na kvadratni re²etki se kvadrupoli v osnovnem
stanju na dveh podre²etkah orientirajo tako, da so pravokotni na kvadrupole na
drugi podre²etki (slika 3.5a). Na trikotni re²etki se oblikuje vzorec ribje kosti, kjer
je vsaka vrstica kvadrupolov orientirana pravokotno na sosednji vrstici.
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(a) Osnovno stanje na kvadratni re²etki. (b) Osnovno stanje na trikotni re²etki.
Slika 3.5: Nizkotemperaturne konguracije sistemov linearnih kvadrupolov na kvadratni
in trikotni re²etki (slednja je ekvivalentna rombski za rombski kot α = π/3). V obeh
primerih opazimo, da se polovica kvadrupolov uredi pravokotno na drugo polovico. He-
ksagonalno strukturo lahko realiziramo z molekulami N2, centriranimi v vsakem tretjem
ogljikovem obro£u (heksagonalna struktura). Slika je povzeta iz [15].
24
Poglavje 4
Dipolni sistemi na sferi
Sedaj, ko smo seznanjeni z obna²anjem dipolnih ter kvadrupolnih sistemov na dvo-
dimenzionalnih re²etkah, predstavimo na²e rezultate simulacij urejanja na povr²ini
enotske sfere. Da se izognemo teºavam zaradi moºne privla£ne interakcije med di-
poli, obravnavamo le primer s ksnim pozicijskim redom, kjer lege dipolov oziroma
kvadrupolov dolo£ajo re²itve Thomsonovega problema in variiramo le njihove orien-
tacije. Tak pozicijski red izberemo kot eno izmed moºnih enakomernih razporeditev
to£k na sferi. I²£emo re²itve z minimalno energijo pri temperaturi T = 0  ºelimo
torej minimizirati Hamiltoniane (3.1), (3.14) ali (3.15), pri £emer dipolni primer
najprej obravnavamo v odsotnosti zunanjega polja. Problema se lotimo numeri£no.
Glede na velikost sistemov, ki jih ºelimo obravnavati (²tevilo delcev N < 100),
kot ustezno in £asovno u£inkovito metodo minimizacije izberemo Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shannov (BFGS) algoritem. To je kvazi-Newtonska metoda, ki smer skoka
iz posamezne to£ke faznega prostora v naslednjo dolo£i z lokalno kvadrati£no apro-
ksimacijo razgibanosti faznega prostora. Potrebuje torej Jacobijevo matriko prvih
odvodov ter Hessejevo matriko drugih odvodov funkcije v posamezni to£ki faznega
prostora, aproksimacije teh matrik pa posodobi na vsakem koraku minimizacije.
Metoda je vsebovana znotraj python-ove knjiºnice scipy.optimize.minimize.
Za£etne simulacije urejanja dipolov na sferi so bile izvedene brez omejitev mo-
ºnih rotacij dipolov. Orientacije dipolov smo izºrebali iz enakomerne porazdelitve
po prostorskem kotu, torej φi = 2πu1 in ψi = arccos(2u2 − 1), kjer ²tevili u1 in u2
izºrebamo iz enakomerne porazdelitve U(0, 1) za vsak i = 1...N . Izkaºe se, da se vsi
dipoli uredijo tangentno na povr²ino sfere, kar se sklada s pri£akovano minimizirano
skupno magnetizacijo sistema (argument iz poglavja 3.1.2). Pri vseh nadaljnjih si-
mulacijah urejanja dipolov v odsotnosti zunanjega polja lahko torej omejimo njihovo
gibanje na rotacije v tangentnih ravninah, torej ψi = 0. Tako zmanj²amo dimenzijo
problema iz 2N na N ter s tem ob£utno zmanj²amo £asovno zahtevnost.
Preden se lotimo podrobnej²e analize rezultatov, si poglejmo primer osnovnega
stanja za N = 60 dipolov na sferi (slika 4.1). Za vizualizacijo uporabimo program
Mathematica. Opazimo, da se na povr²ini sfere formira vrtinec  podobno, kot
opazimo za primer rombske re²etke pri rombskem kotu α = π/3. Za ta primer je
imel vsak dipol na re²etki natanko ²est najbliºjih sosedov, kar velja tudi za ve£ino
dipolov v sferi£nem primeru z N = 60, izjema je le 12 dipolov, obdanih z le 5
najbliºjimi sosedi. Taka razporeditev je posledica topologije sfere. Kot bomo videli
v naslednjih poglavjih, je vrtinec osnovno stanje tudi za ostale vrednosti N .
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Slika 4.1: Osnovno stanje konguracije za N = 60. Podobno, kot v primeru rombske
re²etke za rombski kot α = π/3, tudi tu opazimo formacijo vrtinca.
4.1 Ureditveni parametri in primer ikozaedra
Potrebujemo ²e kvantitativno merilo za orientacijsko urejenost dipolov na sferi in
v ta namen deniramo razli£ne ureditvene parametre. Ker pri£akujemo vrtin£asta
osnovna stanja, najprej deniramo vrtilno koli£ino
Γ =
1
N
∑
i
r̂i × p̂i, (4.1)
ki nam dolo£a os rotacije sistema. Amplituda Γ nam pove, kako mo£na je ta rotacija.
Za merilo odstopanja orientacij dipolov od ravnine, ki ima za normalo vektor Γ,
deniramo dva deviacijska parametra
a1 =
1
N
∑
i
Γ̂ · p̂i in a2 =
1
N
∑
i
(Γ̂ · p̂i)2. (4.2)
a1 meri asimetri£ne deviacije, a2 pa simetri£ne deviacije od rotacijske ravnine. Iz
teorije teko£ih kristalov si lahko sposodimo ureditveni tenzor
Q =
1
N
(∑
i
p̂i ⊗ p̂i −
1
3
I
)
. (4.3)
Red v sistemu nam meri njegova najbolj negativna lastna vrednost (najve£ja po
absolutni vrednosti).
Poglejmo si, kako izgleda re²itev za N = 12 dipolov na sferi ter kako strukturo
ovrednotijo zgoraj denirani ureditveni parametri. Ta primer je posebej zanimiv
predvsem zaradi svojega pozicijskega reda  dipoli so ksirani v ogli²£a ikozaedra in
vsak ima natanko 5 najbliºjih sosedov. Osnovno stanje si lahko ogledamo na sliki 4.2.
Po pri£akovanjih opazimo ureditev v vrtinec, katerega os rotacije prebada sredi²£e
ene trikotne ploskve ikozaedra. Tako vsi dipoli leºijo na ²tirih ravninah, pravokotnih
na Γ, po trije na eno ravnino (lastnost ikozaedri£ne razporeditve, slika 4.2a). e
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sedaj izra£unamo deviacijska parametra a1 in a2 ugotovimo, da sta oba enaka 0 
tudi dipolni momenti leºijo v teh ravninah. Amplituda vrtilne koli£ine je Γ = 0.795,
lastne vrednosti ureditvenega tenzorja pa so eig1 = −0.333 in eig2,3 = 0.167. Te
vrednosti tudi vzamemo za referenco za vrednotenje urejenosti posamezne dipolne
konguracije.
(a) Pogled od strani, smer Γ je pri-
kazana z modro pu²£ico.
(b) Pogled od zgoraj, smer Γ pre-
bada sredi²£e trikotnika, ki ga sesta-
vljajo najvi²ji trije dipoli.
Slika 4.2: Prikaz osnovnega stanja za N = 12 dipolov, postavljenih v ogli²£ih ikozaedra
(re²itev Thomsonovega problema za 12 nabitih delcev). Dipoli se orientirajo v vrtinec in
leºijo na ²tirih ravninah, pravokotnih na os rotacije  po trije na ravnino.
4.2 Stabilne konguracije
Naklju£ne za£etne orientacije dipolov lahko vodijo do razli£nih rezultatov. Zgodi se,
da minimizacijski algoritem najde razli£na metastabilna stanja (lokalni minimumi
Hamiltoniana) glede na za£etno to£ko v faznem prostoru, iz katerih ne more pobe-
gniti. Tako lahko dobimo veliko ²tevilo stanj z razli£nimi stopnjami ureditve. Na
sliki 4.3 so predstavljeni rezultati 1000 minimizacij iz razli£nih naklju£nih za£etnih
stanj za razli£ne vrednosti N . Opazimo, da energija osnovnega stanja ob ve£anju
²tevila dipolov v sistemu monotono pada  povpre£nim vrednostim energij vseh kon-
guracij pri posameznem N se prilega krivulja ⟨E⟩ ∝ N2.56, kar je zelo blizu ocene
eksponenta 5/2, ki jo dobimo z upo²tevanjem skaliranja razdalje med dipoli kot
r ∝ 1/
√
N in energije E ∝ N/r3.
Odvisnost ²tevila najdenih konguracij (lokalnih minimumov) od N je precej
bolj zapletena in je mo£no povezana tudi s simetrijo pozicijskega reda konguracije.
Opazimo sicer trend eksponentnega nara²£anja ²tevila konguracij z N (na osi y
je uporabljena logaritemska skala). Nara²£anje ²tevila stanj je smiselno, saj je za
ve£je ²tevilo dipolov ve£ moºnosti, da se manj²a skupina dipolov zatakne v neki
lokalno frustrirani konguraciji in sistem zato ne doseºe globalne vrtin£ne ureditve.
Zanimivi so tudi sistemi z zelo majhnim ²tevilom najdenih konguracij. Izstopata
predvsem primera za N = 12 in N = 22, kjer najdemo eno samo konguracijo,
pa tudi N = 32 (2 konguraciji) in N = 44 (9 konguracij). Razlog za to i²£emo
v simetriji pozicijskega reda konguracij, saj opazimo, da so vsi te sistemi visoko
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simetri£ni  sistema za N = 12 in N = 32 imata ikozaedri£no simetrijo, sistem pri
N = 22 tetraedri£no, sistem pri N = 44 pa oktaedri£no. Podobno tudi za ostala
stanja z eno od teh simetrij opazimo manj²a ²tevila stanj v primerjavi z okoli²kimiN .
(a) Energije vseh konguracij. (b) tevilo vseh konguracij.
Slika 4.3: Rezultati 1000 ponovitev minimizacije energije iz razli£nih naklju£nih za£etnih
orientacij dipolov za vse vrednosti N med 10 in 61. Opazimo, da so z nara²£anjem N
energije stanj vedno bolj negativne, povpre£na energija konguracije se manj²a kot N2.56
(oranºna krivulja). tevilo najdenih konguracij eksponentno nara²£a (logaritemska skala
na osi y).
Poglejmo rezultate 1000 minimizacijskih simulacij za primera N = 19 in N = 60
(slika 4.4)  zanimajo nas energije, pogostost posamezne re²itve (koliko minimizacij
je vodilo do iste kon£ne energije) ter vrednosti razli£nih ureditvenih parametrov.
Na horizontalni osi so o²tevil£ene vse najdene konguracije, urejene po nara²£ajo£i
energiji. Poleg ºe omenjenega ve£jega ²tevila konguracij za N = 60 opazimo tudi
hitro zmanj²anje pogostosti posamezne konguracije z nara²£ajo£o energijo kongu-
racij (os y tega grafa je v logaritemski skali) ter zve£anje najmanj²e lastne vrednosti
ureditvenega tenzorja. Deviacijski parametri z nara²£ajo£o energijo ne pokaºejo zna-
£ilnega trenda, opazimo le, da je odstopanje od ureditve dipolov v ravnini ve£inoma
simetri£no, saj so vrednosti parametra a1 v obeh primerih blizu ni£. Po argumentu z
za£etka poglavja 3.1.1 o minimizaciji skupne magnetizacije za stabilne konguracije
je to pri£akovano  neni£elen a1 bi pomenil, da so dipoli v povpre£ju nagnjeni v
smeri Γ.
Nekoliko podrobneje analizirajmo razli£ne konguracije sistema za N = 14. Za
laºjo vizualizacijo razli£nih stanj uporabimo azimutalno projekcijo (slika 4.5), kjer
smer Γ za vsako stanje denira severni pol sfere. Modra kroºnica predstavlja juºni
pol sfere, oddaljenost od izhodi²£a koordinatnega sistema pa polarni kot pozicije
dipolov na sferi θ. Vrednosti ureditvenih parametrov za vsako konguracijo so nave-
dene v tabeli 4.1. Opazimo dve razli£ni vrtin£ni strukturi (slika 4.5a in slika 4.5d),
od katerih ima prva tako niºjo energijo kot tudi vrednost deviacije a2 ter najniºje
lastne vrednosti. Pri drugem vzbujenem stanju (slika 4.5c) ne prepoznamo nobene
znane oblike. Izstopa predvsem konguracija prvega vzbujenega stanja (slika 4.5b),
kjer opazimo dva dipolna obro£a, orientirana v nasprotnih smereh in leºita eden nad
drugim. To konguracijo si laºje predstavljamo, £e si pogledamo trodimenzionalno
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4.2. Stabilne konguracije
(a) N = 19.
(b) N = 60.
Slika 4.4: Energije, pogostost ter vrednosti razli£nih ureditvenih parametrov za 1000
ponovitev minimizacijske simulacije pri N = 19 in N = 60. Na horizontalni osi so po
nara²£ajo£i energiji urejene in o²tevil£ene vse najdene konguracije za posamezen N . Tako
niºje vrednosti na tej osi predstavljajo stanja z niºjo energijo. Osnovno stanje ima indeks 0.
sliko, skupaj s primerjavo s konguracijo osnovnega stanja (slika 4.6)  opazimo, da
res pride do zasuka smeri rotacije enega od dipolnih obro£ev. Pri tem je potrebno
poudariti, da za razliko od osnovne konguracije stanja N = 12, dipoli ne leºijo v
ravnini, ki jo denirajo pozicije dipolov posameznega obro£a (od nje so nekoliko od-
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(a) E0 = −38.346 (b) E1 = −35.577 (c) E2 = −31.150 (d) E3 = −31.038
Slika 4.5: Razli£ne konguracije za N = 14. Najdemo lahko dve razli£ni vrtin£ni stanji
 primera (a) in (d), medtem ko imata (b) in (c) povsem razli£ni strukturi. Zanimiva
je struktura prvega vzbujenega stanja, kjer dipoli oblikujejo dva nasprotno orientirana
obro£a.
E pog. eig Γ a1 a2
−38.345 498 −0.333 0.795 0.0 0.002
−35.577 323 −0.286 0.302 0.0 0.385
−31.150 142 −0.186 0.681 0.0 0.153
−31.038 37 −0.315 0.777 0.003 0.018
Tabela 4.1: Energije, pogostost ter ureditveni parametri vseh najdenih stanj za N = 14
pri 1000 ponovitvah. Lastne vrednosti ter vrednosti amplitude vrtilne koli£ine nam povedo,
da sta osnovno in tretje vzbujeno stanje urejena vrtin£no, medtem ko imata preostali stanji
druga£no strukturo. To potrdi tudi deviacijski parameter a2.
klonjeni), same ravnine pa tudi niso pravokotne na smer Γ. Kljub temu nam obstoj
vzbujenega stanja, ki se od osnovnega razlikuje po obratu orientacije skupine dipo-
lov, predstavi moºnost, da se lotimo iskanja vzbujenih stanj izvirajo£ iz osnovnega
stanja ter simetrije sistema. eprav smo za N = 12 na²li samo osnovno stanje, je to
lahko le posledica uspe²nosti algoritma pri premikanju skozi fazni prostor sistema
v iskanju globalnega minimuma. Lahko bi preverili, £e je stanje, ki ga dobimo z
rotacijo dipolov enega obro£a konguracije za N = 12 (slika 4.2b) stabilno  potr-
ditev bi pomenila, da smo na²li metastabilno vzbujeno stanje, ki ga minimizacijski
algoritem ni.
Poglejmo si ²e primer za veliko ²tevilo dipolov na sferi, izberemo N = 72. Po-
zicijski red tega stanja ima ikozaedri£no simetrijo, zato bi lahko pri£akovali, da bo
²tevilo najdenih stanj majhno. To hitro potrdimo  v 1000 ponovitvah minimiza-
cije najdemo le 35 razli£nih stanj, kar je znatno manj od preostalih primerov ve£jih
N , prikazanih na sliki 4.3b. Poglejmo si konguracije osnovnega stanja, prvega
vzbujenega stanja ter ²e dveh izbranih stanj z vi²jo energijo v azimutalni projekciji
(slika 4.7). Vrednosti ureditvenih parametrov vseh prikazanih konguracij so zbrane
v tabeli 4.2. Opazimo, da imata tako osnovna kot prva vzbujena konguracija vr-
tin£no obliko, razlikujeta se le po ²tevilu izvorov vrtin£nih niti, ki se vijejo po sferi
 osnovno stanje ima ²tiri take izvore, prvo vzbujeno pa tri. Ureditveni parametri
obeh konguracij kaºejo, da je vrtin£na ureditev prvega vzbujenega stanja nekoliko
lep²a  lastna vrednost in amplituda vrtilne koli£ine sta niºji, prav tako pa je manj²i
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4.2. Stabilne konguracije
(a) Osnovna konguracija z energijo
E0 = −38.34.
(b) Prva vzbujena konguracija z
energijo E1 = −35.58.
Slika 4.6: 3D prikaz osnovne ter prve vzbujene konguracije sistema N = 14 dipolov na
sferi. Opazimo, da se razlikujeta po smeri rotacije enega od dipolnih obro£ev  v osnovnem
stanju sta oba obro£a zasukana v isto smer, pri prvem vzbujenem stanju pa sta si smeri
zasukov ravno nasprotni.
E pog. eig Γ a1 a2
−2154.00 667 −0.327 0.781 0.0 0.007
−2151.42 286 −0.330 0.784 0.0 0.003
−2063.10 4 −0.225 0.473 0.001 0.169
−1991.77 1 −0.092 0.222 0.01 0.377
Tabela 4.2: Energije, pogostost ponovitve stanja v 1000 minimizacijskih simulacijah ter
ureditveni parametri na sliki 4.7 prikazanih stanj za N = 72. Podobno kot v primeru za
N = 14 hitro prepoznamo, da sta osnovno in prvo vzbujeno stanje vrtin£ni, vi²ji vzbujeni
stanji pa imata nepravilne strukture.
tudi deviacijski parameter a2. Sliki 4.7c in 4.7d prikazujeta dve neurejeni stanji. V
prvem primeru je pribliºno polovica dipolov ºe urejena v vrtinec, a so preostali dipoli
zaklenjeni v obliko (lokalni minimum energije), ki ji minimizator ni uspel pobegniti.
Podobno za zadnji primer opazimo veliko ²tevilo niti dipolov po sferi, ki so prav tako
metastabilne. Absolutne vrednosti lastnih vrednosti ter amplitude vrtilnih koli£in
za ti dve stanji so seveda veliko manj²e kot za vrtin£ni primer, medtem ko se pove£a
deviacijski parameter a2. Vrednost parametra a1 blizu ni£ kaºe na to, da je skupna
magnetizacija vseh dipolov tudi za vzbujena stanja ²e vedno ni£elna.
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(a) E0 = −2154.00 (b) E1 = −2151.42
(c) E5 = −2063.10 (d) E33 = −1991.77
Slika 4.7: Azimutalne projekcije orientacij dipolov za ²tiri izbrane konguracije pri N =
72. Prikazani sta dve razli£ni vrtin£ni stanji  osnovno stanje na sliki (a) in prvo vzbujeno
stanje na sliki (b), delno vrtin£no urejeno vzbujeno stanje (c) ter neurejeno vzbujeno
stanje (d). V obeh vi²jih vzbujenih stanjih se oblikujejo stabilne dipolne niti, ki prepre£ijo
oblikovanje globalne ureditve.
32
Poglavje 5
Vplivi zunanjega polja
V tem poglavju razi²£emo u£inke zunanjega magnetnega polja na razli£na osnovna
stanja dipolnih sistemov na sferi. Zanima nas spreminjanje orientacije dipolov ob
po£asnem ve£anju amplitude zunanjega polja v izbrani smeri  spremljamo torej
odvisnost ureditvenih parametrov (predvsem nas zanimajo lastne vrednosti ure-
ditvenega tenzorja ter smer in velikost Γ) ter magnetizacije in susceptibilnosti v
odvisnosti od amplitude polja. To doseºemo tako, da po korakih pove£ujemo am-
plitudo polja in na vsakem koraku minimiziramo Hamiltonian (3.1) ter za dobljeno
konguracijo izra£unamo parametre, ki nas zanimajo. Pri tem pazimo, da so koraki
pove£evanja amplitude polja dovolj majhni, da re²itve, ki jih najde minimizacijski
algoritem, ²e vedno leºijo znotraj lokalnega minimuma za£etne urejene konguracije.
Na za£etku poglavja se omejimo na lego dipolov v tangentni ravnini, kjer v
skladu z rezultati simulacij na dvodimenzionalnih re²etkah (poglavje 3.1.4) pri£aku-
jemo pojav nezveznih orientacijskih faznih prehodov. Prav tako je gra£ni prikaz
spreminjanja orientacij dipolov z uporabo azimutalne projekcije, predstavljene v
prej²njem poglavju, pri tangentni ureditvi enostavnej²i. Kljub temu v mo£nem zu-
nanjem polju tangentna konguracija o£itno ne bo minimizirala Hamiltoniana, saj
bi se ºeleli dipoli povsem poravnati s smerjo polja. Kasneje torej zahtevo po tangen-
tni ureditvi sprostimo in tako preu£imo, kako dodatne prostostne stopnje vplivajo
na spreminjanje parametrov ter fazne prehode.
5.1 Fiksna smer zunanjega polja
Najprej se posvetimo primeru s ksno smerjo zunanjega polja, kjer hitro ugotovimo,
da bo izbrana smer polja lahko mo£no vplivala na spreminjanje parametrov. Kot
smiselna izbira smeri polja se pojavi smer osi vrtin£enja Γ, ki predstavlja karakteri-
sti£no smer orientacije dipolov v sistemu in bo seveda razli£na za vsako konguracijo.
To oteºi direktno primerjavo med obna²anjem za razli£ne konguracije pri istem N ,
a kljub temu omogo£a, da dobimo grobo sliko lastnosti sistema v prisotnosti zuna-
njega polju.
Za£nimo z analizo najenostavnej²ega primera, to je N = 12, kjer imamo samo
eno, vrtin£no, stanje. Spreminjanje orientacij dipolov ob po£asnem ve£anju am-
plitude zunanjega polja v smeri osi vrtin£enja je prikazano na sliki 5.1 (polje je
usmerjeno pravokotno navzven iz strani). Dipoli se po£asi in vsaj na izgled enako-
merno orientirajo v smeri polja. Izra£un magnetizacije v smeri polja (ena£ba (3.4))
ter susceptibilnosti (ena£ba (3.5)) na vsakem koraku nam potrdita odsotnost nezve-
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znih faznih prehodov  magnetizacija (slika 5.1b) res monotono nara²£a. Opazimo
zvezen fazni prehod okrog H = 7. Hiter padec susceptibilnosti (slika 5.1c) na 0 v
tej to£ki nam pove, da so dipoli od te vrednosti zunanjega polja naprej zaklenjeni v
kon£ni poziciji, doseºejo torej maksimalno poravnavo z zunanjim poljem. Ponovno
omenimo, da zaradi vsiljene tangentne ureditve v kon£nem stanju ta poravnava ni
popolna, kar je tudi razlog, da je saturacijska magnetizacija niºja od 1. Poglejmo
si ²e, kako se s pove£evanjem jakosti zunanjega polja spreminjajo amplituda vrtilne
koli£ine Γ ter lastne vrednosti ureditvenega tenzorja (sliki 5.1d in 5.1e). Vrtilna koli-
£ina se tekom poravnave dipolov z magnetnim poljem manj²a in je v kon£nem stanju
0, saj vrtin£nost stanja povsem izgine. e pogledamo lastne vrednosti ureditvenega
tenzorja, opazimo, da glavna lastna vrednost v neki to£ki postane najbolj pozitivna
izmed treh (oranºna krivulja spreminjanja druge lastne vrednosti povsem sovpada z
zeleno krivuljo tretje) in v kon£nem stanju doseºe vrednost 0.333. Gra spreminja-
nja deviacijskih parametrov a1 in a2 niso vklju£eni, saj ºe iz denicije (4.2) sledi, da
bo njihovo spreminjanje direktno povezano s spreminjanjem vrtilne koli£ine, prav
tako pa ob poravnavi z zunanjim poljem ne bodo ve£ leºali v ravnini, normalni na
Γ.
Zanima nas, £e za vrtin£na osnovna stanja pri razli£nih N vedno dobimo po-
dobno obna²anje, torej monotono nara²£anje magnetizacije in odsotnost nezveznih
orientacijskih faznih prehodov. Hitro se prepri£amo, da to v splo²nem ne drºi  kot
primer si poglejmo osnovno stanje sistema za N = 16, katerega odziv na zunanje
polje predstavimo na sliki 5.2. Opazimo tri nezvezne skoke v magnetizaciji, velikosti
vrtilne koli£ine in krivuljah lastnih vrednosti ter divergence susceptibilnosti, kar kaºe
na fazne prehode. Da ugotovimo, kaj se zares dogaja, v azimutalni projekciji nari-
²emo konguracije po prvih dveh faznih prehodih ter tik pred zadnjim (slika 5.3).
Z rde£o piko prikaºemo smer zunanjega magnetnega polja, ki ves £as kaºe v smeri
osi vrtin£enja za£etne konguracije. Z modro piko prikaºemo smer osi vrtin£enja Γ
za trenutno ureditev  za primer brez zunanjega polja H = 0 torej modra in rde£a
pika sovpadata. Spremembe konguracije so majhne. Po prvem in drugem orien-
tacijskem faznem prehodu se sistem orientira v vsaki£ nekoliko druga£no vrtin£no
stanje, pri £emer se izmakne tudi Γ. Stanje po drugem faznem prehodu izgleda
skoraj identi£no kot stanje pred prehodom. Pred zadnjim nezveznim faznim preho-
dom je poravnava s poljem ºe zelo opazna, po prehodu pa bo sistem ºe blizu kon£ne
konguracije, kjer vsi dipoli kaºejo proti sredi²£u.
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(a) Orientacije dipolov pri razli£nih amplitudah zunanjega poljaH. Dipoli se po£asi sukajo
proti smeri zunanjega polja in so za velike vrednosti amplitude polja z njim popolnoma
poravnani  seveda kolikor jim to dopu²£a tangentna ureditev.
(b) Magnetizacija. (c) Susceptibilnost.
(d) Velikost vrtilne koli£ine. (e) Lastne vrednosti.
Slika 5.1: Spreminjanje orientacij dipolov ter ureditvenih parametrov za osnovno stanje
konguracije N = 12 v odvisnosti od amplitude zunanjega polja H. Polje je usmerjeno
v smeri vrtilne koli£ine sistema, njegovo amplitudo pa pove£ujemo po majhnih korakih
(0.02 na korak) in v vsaki to£ki izra£unamo vrednosti parametrov. Monotono nara²£anje
magnetizacije brez skokov pomeni odsotnost nezveznh orientacijskih faznih prehodov za to
konguracijo, opazimo pa en zvezen fazni prehod v okolici H = 7.
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(a) Magnetizacija. (b) Susceptibilnost.
(c) Velikost vrtilne koli£ine. (d) Lastne vrednosti.
Slika 5.2: Magnetizacija in susceptibilnost za razli£ne konguracije N = 16 dipolov v
odvisnosti od amplitude zunanjega polja. Nezvezni skoki v magnetizacije (divergence v
susceptibilnosti) nakazujejo orientacijske fazne prehode. Ti prehodi so opazni tudi na
grah amplitude vrtilne koli£ine ter lastnih vrednosti.
Slika 5.3: Orientacije dipolov pri razli£nih amplitudah zunanjega polja H za osnovno
stanje dipolnega sistema pri N = 16  za£etno stanje ter stanja tik po prvih dveh nezveznih
orientacijskih faznih prehodih ter tik pred zadnjim. Rde£a pika kaºe smer zunanjega polja,
modra pa smer vrtilne koli£ine trenutne konguracije Γ. Na prvi sli£ici ti piki sovpadata.
Opazimo, da se smer vrtilne koli£ine konguracije ob pove£evanju polja spreminja. Za
velike vrednosti polja dipoli kaºejo v smeri polja.
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Do sedaj smo se ukvarjali le z vrtin£nimi osnovnimi stanji v zunanjem polju, a
ºe pri nizkih N naletimo na vzbujena stanja, ki zelo odstopajo od vrtin£ne uredi-
tve. Mednje spadata prvo in drugo vzbujeno stanje za sistem z N = 14 dipoli, ki
smo jih predstavili v prej²njem poglavju, a na tem mestu si raj²i poglejmo obna²a-
nje razli£nih konguracij primera za N = 13. Osnovno stanje je seveda vrtin£no,
vzbujeni stanji pa imata povsem neregularni obliki, kjer ne prepoznamo nobenega
vzorca. Parametri vseh treh konguracij v odsotnosti zunanjega polja so navedeni
v tabeli 5.1, dogajanje po vklopu polja pa je prikazano na sliki 5.4. Medtem ko se
magnetizacijska krivulja za osnovno stanje enakomerno pove£uje, je dogajanje za
obe vzbujeni stanji precej bolj pestro. Opazimo ve£ nezveznih prehodov, predvsem
izstopa skok v magnetizacijski krivulji drugega vzbujenega stanja (oranºna krivulja
na sliki 5.4a). V magnetizacijski krivulji prvega vzbujenega stanja dobimo tudi nekaj
skokov magnetizacije navzdol, a ti so ve£inoma precej manj²i. Skoki v magnetizaciji
se odraºajo kot divergence v susceptibilnosti, kar lahko vidimo na sliki 5.4b.
E pog. eig Γ a1 a2
−30.164 607 −0.324 0.791 0.009 0.009
−28.225 277 −0.069 0.566 0.033 0.284
−27.091 116 −0.168 0.461 0.026 0.333
Tabela 5.1: Energije, pogostost ter ureditveni parametri vseh najdenih stanj za N = 13
pri 1000 ponovitvah. Vrtin£no je le osnovno stanje.
Za bolj²e razumevanje narave teh orientacijskih faznih prehodov si poglejmo ²e
grafe amplitude vrtilne koli£ine Γ ter glavne lastne vrednosti (najve£ja po absolutni
vrednosti) ureditvenega tenzorja za vse konguracije N = 13 (sliki 5.4c in 5.4d).
Komentirajmo najprej modro krivuljo, ki pripada osnovnemu stanju sistema. Am-
plituda vrtilne koli£ine ob pove£evanju zunanjega polja pada, glavna lastna vrednost
pa ima v neki to£ki nezvezen skok, £eprav noben od ostalih parametrov v tej to£ki ne
kaºe posebnosti. Razlaga je enostavna, o£itno ena od lastnih vrednosti na tem me-
stu preide iz pozitivnih v negativne vrednosti, kar pomeni, da postane glavna lastna
vrednost pozitivna (ureditveni tenzor je brezsleden). Stanje torej preide iz preteºno
planarne ureditve (negativna glavna lastna vrednost) prek izotropne konguracije
(vse lastne vrednosti enake ni£) v ureditev preteºno v neki smeri (pozitivna glavna
lastna vrednost). Dogajanje za obe vzbujeni stanji je precej pestro. Posvetimo se
sedaj oranºni krivulji prvega vzbujenega stanja, za katerega vrednost amplitude vr-
tilne koli£ine Γ po za£etnem hitrem padcu pri prvem orientacijskem faznem prehodu
mo£no naraste. Temu sovpada padec glavne lastne vrednosti iz pozitivnih na nega-
tivne vrednosti, kar nakazuje, da je dipolna struktura pre²la iz stanja, urejenega 
preteºno  v smeri neke osi, v novo vrtin£no stanje. Podobne lastnosti opazimo tudi
za drugo vzbujeno stanje (zelena krivulja).
Zanimivo je pogledati azimutalno projekcijo smeri dipolov ob razli£nih jakostih
polja za prvo vzbujeno stanje  konguracije so prikazane na sliki 5.5, pri £emer smo
izbrali take vrednosti H, da druga sli£ica prikazuje stanje po prvem orientacijskem
faznem prehodu, tretja sli£ica po drugem prehodu, zadnja pa kon£no konguracijo
(nasi£enje). Komentirajmo najprej osnovno konguracijo sistema. Opazimo, da
ve£ina dipolov tvori nekak²no dipolno nit, ki se vije po sferi, a globalne ureditve ni.
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Za nadaljnje konguracije opazimo, da se orientacije dipolov povsem spremenijo, in
je tudi os Γ obrnjena v neko povsem novo smer. e ob naslednjem faznem prehodu
ta struktura izgine in ponovno se vzpostavi dipolna nit. Za kon£no konguracijo osi
Γ zaradi majhne amplitude nismo narisali, saj postane nepomembna.
(a) Magnetizacija. (b) Susceptibilnost.
(c) Velikost vrtilne koli£ine. (d) Glavna lastna vrednost.
Slika 5.4: Magnetizacija in susceptibilnost za razli£ne konguracije N = 13 dipolov v
odvisnosti od amplitude zunanjega polja. Medtem ko za osnovno stanje dobimo le en
(neizrazit) fazni prehod, je dogajanje za obe vzbujeni stanje precej bolj pestro. Skok
amplitude vrtilne koli£ine ter padec glavne lastne vrednosti po prvem faznem prehodu
nam povesta, da sistem ob pove£evanju polja preide v vrtin£no stanje.
Vpra²amo se lahko, £e bo odvisnost parametrov za primer ve£jega ²tevila dipolov
na sferi znatno druga£na od primerov za majhen N , ki smo jih do sedaj obravnavali
v tem poglavju. V ta namen si poglejmo rezultate simulacij odziva na magnetno
polje za N = 56 (slika 5.6), ki ga izberemo predvsem zato, ker imajo osnovna kon-
guracija ter konguracije pogosto najdenih niºjih vzbujenih stanj znatno razli£ne
strukture. V to nas prepri£ajo tudi ureditveni parametri izbranih konguracij, ki so
zbrani v tabeli 5.2. Dogajanje je enako kot za primere z majhnim ²tevilom dipolov.
Za vrtin£na stanja  med prikazanimi stanji za N = 56 sta to prvo (osnovno) in
tretje vzbujeno stanje  je magnetizacijska krivulja preprosta z le redkimi skoki,
kar je laºje razvidno, £e pogledamo ²tevilo divergenc v susceptibilnosti. Tudi oran-
ºna krivulja drugega prikazanega stanja ne pokaºe velikega ²tevila nezveznih faznih
prehodov (za majhne amplitude polja nekaj prehodov sovpada s prehodi £etrtega
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Slika 5.5: Orientacije dipolov pri razli£nih amplitudah zunanjega polja H za konguracijo
prvega vzbujenega stanja pri N = 13. Rde£a pika kaºe smer zunanjega polja, modra
pa smer vrtilne koli£ine trenutne konguracije Γ. Na prvi sli£ici ti piki sovpadata, na
zadnji pa modre zaradi majhne amplitude vrtilne koli£ine nismo narisali. Sistem iz za£etne
konguracije, kjer dipoli oblikujejo vrtin£no nit po sferi, preide v vrtin£no konguracijo
(druga sli£ica), ki pa spet izgine ob naslednjem faznem prehodu.
stanja in so zato na grah magnetizacije in susceptibilnosti slabo razvidni). Najve£je
²tevilo nezveznih prehodov dobimo za £etrto prikazano stanje. Ugotovimo torej, da
lahko pri ve£jih sistemih dipolov na sferi pride do pove£anja ²tevila faznih prehodov
predvsem zaradi moºne kompleksnosti samih konguracij. Vrtin£no urejena stanja
tudi pri ve£jih N kaºejo podobno enostavno obna²anje kot primeri za manj²e N .
E pog. eig Γ a1 a2
−1195.22 356 −0.307 0.772 0.001 0.026
−1149.06 39 −0.228 0.664 0.004 0.106
−1147.53 57 −0.297 0.764 0.002 0.036
−1144.75 38 −0.186 0.632 −0.006 0.149
Tabela 5.2: Energije, pogostost ter ureditveni parametri na sliki 5.6 prikazanih stanj za
N = 56.
Ob koncu razdelka si poglejmo ²e odziv sistema ob pojenjajo£em zunanjem po-
lju po tem, ko je bila saturacija ºe doseºena. Pri£akujemo, da lahko sistem pri
tem pre£ka druga£ne konguracije kot ob pove£evanju polja, predvsem v primerih,
kjer so prisotni nezvezni orientacijski fazni prehodi. e amplitudo polja najprej po
korakih zmanj²amo na 0, nato pa polje za£nemo pove£evati v obratni smeri (torej
antiparalelno z Γ, dobimo histerezno magnetizacijsko krivuljo konguracije.
Na sliki 5.7 so prikazane histerezne krivulje za primer N = 12 ter vse kongura-
cije primera N = 13. Posvetimo se najprej prvemu (slika 5.7a), kjer opazimo, da ob
zmanj²evanju amplitude zunanjega polja sistem zelo dolgo vztraja v isti kongura-
ciji, kjer so vsi dipoli orientirani v isti smeri. Stabilnost takega stanja je posledica
simetrije sistema  ker ima vsak dipol enako okolico, je potreben zasuk vseh dipo-
lov naenkrat, da spravimo sistem iz labilnega stanja. Ugotovimo, da je amplituda
polja, pri kateri minimizacijski algoritem uspe pobegniti iz te konguracije, mo£no
odvisna tudi od izbranega koraka spreminjanja polja. To je posledica uporabe mini-
mizacijskega algoritma, ki ne ustreza dobro £asovni evoluciji sistema po Newtonovih
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(a) Magnetizacija. (b) Susceptibilnost.
(c) Velikost vrtilne koli£ine. (d) Glavna lastna vrednost.
Slika 5.6: Magnetizacija in susceptibilnost za razli£ne konguracije N = 56 dipolov
v odvisnosti od amplitude zunanjega polja. tevilo nezveznih prehodov za prvo (osnovno
stanje, modra krivulja) in tretje prikazano stanje (zelena krivulja)  oba imata v odsotnosti
polj vrtin£no strukturo  je majhno, tako kot tudi za drugo prikazano stanje (oranºna
krivulja). Nasprotno je ²tevilo prehodov za £etrto prikazano stanje (rde£a krivulja) precej
ve£je.
ena£bah, saj ima za prioriteto hitro konvergenco. Prikazana histerezna krivulja je
le ena izmed moºnih, kljub temu pa so karakteristike vseh podobne. Metastabilnost
saturacijske konguracije je tudi razlog za nesimetri£nost histerezne krivulje.
Pri konguracijah primera N = 13 je dogajanje nekoliko druga£no (slike 5.7b-
d). Nobeno od stanj ne kaºe visoke simetrije primera N = 12, zato saturacijska
konguracija ni metastabilna. Ker v vseh primerih doseºemo nasi£enje bi lahko
pri£akovali, da bodo vse krivulje po nasi£enju enake. Razlog, da se to ne zgodi izhaja
iz razli£ne orientacije smeri polja za vsak primer (v smeri za£etne vrtilne koli£ine
stanja). Za osnovno stanje je histereza skoraj neopazna, potek magnetizacije je tako
za pove£evanje kot za zmanj²evanje amplitude zunanjega polja prakti£no identi£en.
Situacija je seveda povsem druga£na za obe vzbujeni stanji, kjer razlika postane
o£itna. Posebej zanimiv je primer za drugo vzbujeno stanje (slika 5.7d), kjer je
magnetizacijska krivulja ob saturaciji povsem druga£na kot histerezna  za£etne
konguracije torej po vklopu polja ne moremo ve£ dose£i.
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(a) N = 12 (b) N = 13, E0 = −30.164
(c) N = 13, E1 = −28.225 (d) N = 13, E2 = −27.091
Slika 5.7: Magnetizacijske histerezne krivulje za N = 12 in razli£ne konguracije za
N = 13, normalizirane na vrednost saturacijske magnetizacije za vsako stanje. Krivulje
za nara²£ajo£e in pojenjajo£e zunanje polje so si med seboj precej razli£ne, izjema je le
osnovno stanje pri N = 13.
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5.2 Netangentna ureditev
Komentirali smo ºe, da s vsiljenjem tangentne ureditve dipolov na sferi prepre£imo
popolno poravnavo z zunanjim poljem. V tem razdelku razi²£emo, kak²en je vpliv
polja ob omogo£eni prosti rotaciji po celem prostorskem kotu. Za£etna stanja sis-
tema so enaka kot pri tangentni obravnavi, torej stabilne konguracije, dobljene
ob minimizaciji v tangentni ravnini. Simulacije pokaºejo, da dodatek novih pro-
stostnih stopenj ne vpliva na stabilnost konguracije  zgodijo se lahko le manj²i
popravki orientacij, a je vpliv na vrednosti ureditvenih parametrov majhen. Ome-
nimo ²e, da zaradi nezanemarljive radialne komponente smeri dipolov v zunanjem
polju azimutalno projekcijo nekoliko prilagodimo  smeri dipolov projiciramo na
lokalne tangentne ravnine in jih normaliziramo, tako da projekcija sedaj prikazuje
smeri dipolov v tangentni ravnini.
Najprej si poglejmo odziv na zunanje polje za primer N = 16, kjer smo v tan-
gentnem primeru dobili ve£ nezveznih faznih prehodov kljub vrtin£ni za£etni uredi-
tvi. Predvsem nas zanima, £e dodatek novih prostostnih stopenj te fazne prehode
odpravi, hkrati pa bomo iz dobljenih vrednosti parametrov izlu²£ili ²e nekaj splo-
²nih lastnosti netangentnega urejanja v zunanjem polju. Rezultati so prikazani na
sliki 5.8. Kljub navidez nekoliko lep²emu obna²anju magnetizacijske krivulje v pri-
merjavi s tangentnim primerom (slika 5.2a) divergence v susceptibilnosti ostanejo, a
se pojavijo pri povsem druga£nih amplitudah zunanjega polja. Opazimo tudi, da sis-
tem doseºe kon£no vrednost magnetizacije (ta je seveda sedaj enaka 1) pri manj²em
zunanjem polju kot v tangentnem primeru, druga£no pa je tudi spreminjanje lastnih
vrednosti  glavna lastna vrednost pri popolni poravnavi z zunanjim poljem zna²a
0.667. Tako sklepamo, da netangenten sistem v zunanjem polju na poti do nasi£ene
konguracije prehaja preko podobnih orientacijskih stanj kot tangenten sistem, £e
gledamo samo projekcije orientacij na tangentne ravnine.
V to se lahko prepri£amo, £e nari²emo azimutalno projekcijo tangentnih kompo-
nent (slika 5.9). Prva sli£ica prikazuje za£etno konguracijo, druga konguracijo po
prvem faznem prehodu, tretja tik pred drugim prehodom in £etrta tik po prehodu.
Opazimo, da druga in tretja sli£ica povsem sovpadata z drugo in tretjo sli£ico za
tangentni primer (slika 5.3), le da med stanjema tokrat ni faznega prehoda. Se pa
pojavi nov izrazit orientacijski prehod  druga divergenca na sliki 5.8b  med tem
in kon£nim stanjem (zadnja sli£ica na sliki 5.9), ki ga za tangentni primer ni. Kon£-
nih stanj na£eloma ne moremo direktno primerjati, saj ga za netangentni primer
nismo narisali. Kljub temu vemo, da bi hipoteti£ni sli£ici izgledali identi£no, saj
so ob popolni poravnavi z zunanjim poljem maksimalno urejene tudi tangencialne
komponente.
Grobe lastnosti odziva na zunanje polje, kot je prisotnost nezvezih orientacijskih
faznih prehodov, torej ostanejo tudi ob dodanih prostostnih stopnjah. Za primer
z N = 12 dipoli na primer ugotovimo, da so krivulje vseh ureditvenih parametrov
kvalitativno povsem enake kot v tangentnem primeru, razlikujejo se le po doseºenih
kon£nih vrednostih ter amplitudi zunanjega polja ob nasi£enju.
Naredimo ²e eno primerjavo s tangentnim primerom, tokrat za razli£na stanja sis-
tema N = 13. Rezultati simulacij z netangentno ureditvijo so prikazani na sliki 5.10.
Hitro opazimo, da je obna²anje izredno podobno kot za tangentni primer (slika 5.4)
 opazimo enako ²tevilo nezveznosti magnetizacije ter podobno spreminjanje ampli-
tude vrtilne koli£ine ter glavne lastne vrednosti za vsako stanje. To kaºe na enako
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(a) Magnetizacija. (b) Susceptibilnost.
(c) Velikost vrtilne koli£ine. (d) Glavna lastna vrednost.
Slika 5.8: Magnetizacija in susceptibilnost za razli£ne konguracije N = 16 dipolov v
odvisnosti od amplitude zunanjega polja. Dipolom je dovoljena netangentna ureditev.
Opazimo, da so krivulje podobne tangentnemu primeru (slika 5.2), dobimo pa manj nezve-
znih faznih prehodov.
Slika 5.9: Orientacije projekcij dipolov na tangentne ravnine pri razli£nih amplitudah
zunanjega polja H za osnovno stanje dipolnega sistema pri N = 16 in pri netangentni
ureditvi  za£etno stanje, stanje tik po prvem orientacijskem faznem prehodu ter pred in
po drugem faznem prehodu. Rde£a pika ponovno kaºe smer zunanjega polja, modra pa
smer vrtilne koli£ine trenutne konguracije Γ. Opazimo, da druga in tretja sli£ica povsem
sovpadata z drugo in tretjo sli£ico na sliki 5.3 za tangentni primer. Sistem gre torej ob
pove£evanju skozi ekvivalentne (a netangentne) konguracije.
spreminjanje orientacij projekcij smeri dipolov na tangentne ravnine kot v primeru
s vsiljeno tangentno ureditvijo, v kar se lahko prepri£amo, £e primerjamo azimu-
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talni projekcji za oba primera (sliki 5.5 in 5.11). Vse sli£ice so prakti£no identi£ne,
razli£na je le amplituda zunanjega polja, pri kateri se pojavi posamezna ureditev.
(a) Magnetizacija. (b) Susceptibilnost.
(c) Velikost vrtilne koli£ine. (d) Glavna lastna vrednost.
Slika 5.10: Magnetizacija in susceptibilnost za razli£ne konguracije N = 13 dipolov
v odvisnosti od amplitude zunanjega polja. Nezvezni skoki magnetizacije (divergence v
susceptibilnosti) nakazujejo orientacijske fazne prehode.
Slika 5.11: Orientacije projekcij dipolov na tangentne ravnine pri razli£nih amplitudah
zunanjega polja H za konguracijo prvega vzbujenega stanja N = 13  za£etno stanje ter
stanja po vseh treh nezveznih faznih prehodi. Tako kot za primer N = 16 so tudi v tem
primeru stanja, preko katerih gre sistem ob pove£evanju polja, ekvivalentna stanjem za
tangentni primer.
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5.3 Vrte£a se sfera
e v poglavju 5.1 smo omenili, da je odziv sistema na zunanje polje odvisen od smeri
tega polja. Kot najbolj smiselno smo izbrali smer vrtilne koli£ine za vsako stanje,
a ºe kmalu ugotovimo, da se za ve£ino nesimetri£nih konguracij tudi ta spreminja
tekom simulacije. Tako se pojavi vpra²anje optimalne smeri zunanjega polja  v
vsakem koraku bi ºeleli izbrati smer polja, ki minimizira energijo sistema pri dani
amplitudi tega polja. To je ekvivalentno primeru, ko sfera z dipoli v zunanjem polju
ni ksirana, ampak ji omogo£imo prosto vrtenje. Tak pogoj je tudi bolj ugoden za
potencialno eksperimentalno realizacijo.
Simulacij se lotimo na podoben na£in kot za primer s ksno smerjo zunanjega
polja, vpeljemo le ²e dve novi prostostni stopnji, kota φm in θm, ki opi²eta smer polja
v prostoru glede na koordinatno os z. V razdelku 5.2 smo ugotovili, da so razlike
v obna²anju sistema prostih dipolov ter sistema s vsiljeno tangentno ureditvijo vsaj
kvalitativno majhne. Tako zaradi manj²e ra£unske zahtevnosti ponovno predposta-
vimo tangentno ureditev dipolov  ²tevilo prostostnih stopenj sistema torej zna²a
N + 2. Za za£etno smer polja izberemo smer vrtilne koli£ine sistema.
Hiter razmislek, ki mu pritrdijo tudi kasnej²e simulacije, nam pove, da bo op-
timalna smer polja  torej smer, ki minimizira Hamiltonian sistema (3.1)  enaka
smeri magnetizacije M za vsako konguracijo. Interakcijski £len dipolnega sistema
z zunanjim poljem namre£ lahko zapi²emo kot Hh = −NH ·M od koder takoj vi-
dimo, da po popolna poravnava magnetizacije z zunanjim poljem vodila do najniºje
energije. Za primer s ksno smerjo polja ta poravnava seveda ni zagotovljena in se
vzpostavi ²ele za dovolj veliko jakost polja.
Simulacij se lotimo s primerom N = 12, za katerega se ponovno izkaºe, da je
dogajanje identi£no kot za primer s stacionarno smerjo polja. To nas ne prese-
neti, saj je zaradi simetrije sistema v odsotnosti polja magnetizacija enaka 0. Tako
preferen£ne smeri za za£etno poravnavo zunanjega polja ni. Smer vrtilne koli£ine
sovpada z eno od simetrijskih osi konguracije dipolov, zato pove£evanje amplitude
polja ter s tem zasuk dipolov povzro£i le magnetizacijo v tej smeri. Konstantno
smer zunanjega polja nam potrdita grafa spreminjanja kotov φm in θm, prikazana
na sliki 5.12a.
Tako raje preu£imo primer N = 13  najprej si poglejmo, kako se spreminja
smer zunanjega polja ob pove£evanju njegove amplitude. Rezultati za vsa tri stanja
so prikazani na sliki 5.12b-5.12d. Pri vseh konguracijah opazimo, da ºe v prvem
koraku minimizacije zunanje polje spremeni smer, kar je smiselno, saj v splo²nem
smer magnetizacije za posamezno konguracijo ni poravnana s smerjo vrtilne koli-
£ine. Naslednji komentar si zasluºi navidezen skok v smeri magnetizacije za osnovno
stanje (slika 5.12b). Hitro ugotovimo, da gre le za skok v parametrizaciji kota φm,
kjer so to£ke na sferi s φm = 2π to£no to£ke s φm = 0. Vrednost θm je na vseh grah
konstantna do zadnjega skoka, seveda z izjemo za£etne poravnave ter spreminjanja
pri majhnih amplitudah polja za drugo vzbujeno stanje, kar pomeni, da se kompo-
nenta zunanjega polja v smeri osi z ne spreminja. To pripi²emo simetriji sistema,
natan£neje simetriji pozicijskega reda, ki izhaja iz re²itve Thomsonovega problema
 ta spada v to£kovno grupo C2v, simetrijska os konguracije pa je ravno os z.
Pozornej²a analiza grafov nam z ozirom na to simetrijo pozicijskega reda pove ²e
ve£, lege dipolov so namre£ invariantne na rotacijo za π okoli simetrijske osi ter zrca-
ljenje preko osi x in y. To pomeni, da na²a dobljena stanja dipolov nimajo ene same
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(a) N = 12 (b) N = 13, E0 = −30.164
(c) N = 13, E1 = −28.225 (d) N = 13, E2 = −27.091
Slika 5.12: Smer zunanjega polja, ki minimizira energijo za osnovno stanjeN = 12 dipolov
ter vsa stanja N = 13 dipolov, v odvisnosti od amplitude polja. Za primer N = 12 je
konstantna in kaºe v smeri vrtilne koli£ine sistema. Upo²tevajo£ C2v simetrijo pozicijskega
reda sistema N = 13 lahko ugotovimo, da so po prvem faznem prehodu smeri polja za vse
primere ekvivalentne.
absolutne konguracije glede na koordinatni sistem, ampak ob iskanju minimuma
iz naklju£nih za£etnih pozicij minimizacijski algoritem najde eno od dveh povsem
ekvivalentnih re²itev za vsako stanje dipolnega sistema N = 13. Tako ugotovimo,
da sta smeri zunanjega polja za osnovno stanje ter prvo vzbujeno stanje sistema ge-
ometrijsko enaki (razlika v kotu φm je ravno π). Prav tako je tej smeri geometrijsko
identi£na tudi smer polja za drugo vzbujeno stanje (slika 5.12d) po prvem prehodu
malo pod vrednostjo zunanjega polja H = 2 ter do zadnjega prehoda okrog H = 7
 med H = 2 in H = 4 opazimo, da je velikost kota φm enaka kot za ostali dve
stanji na tem obmo£ju, a ravno obratno predzna£ena, kar ustreza zrcaljenju preko
osi x. Opazimo pa, da se po zadnji nenadni spremembi smer zunanjega polja za
drugo vzbujeno stanje ne sklada ve£ s smerjo polja za preostali stanji.
e iz podobnosti v spreminjanju smeri polja lahko sklepamo, da je obna²anje
vseh treh stanj sistema za N = 13 podobno, seveda z izjemo majhnih amplitud
polja. To dodatno potrdimo, £e pogledamo spreminjanje ureditvenih parametrov za
vsa stanja (slika 5.13). Opazimo, da se krivulje vseh parametrov za obe vzbujeni
stanji po prvem faznem prehodu ujemajo s krivuljami, ki pripadajo osnovnemu sta-
nju. Tako lahko skupaj z ekvivalentno smerjo magnetizacije (ta sledi iz ekvivalentne
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smeri zunanjega polja), sklepamo, da prosto vrte£ se sistem dipolov ob pove£evanju
amplitude zunanjega polja preide v eno samo stanje ne glede na za£etno kongura-
cijo. Pri tem nas sicer zmoti, da konguracija drugega vzbujenega stanja pri velikih
vrednostih polja postane razli£na od ostalih dveh, razlikuje se tako smer zunanjega
polja kot tudi vrednosti ureditvenih parametrov. To bomo komentirali nekoliko
kasneje.
(a) Magnetizacija. (b) Susceptibilnost.
(c) Velikost vrtilne koli£ine. (d) Glavna lastna vrednost.
Slika 5.13: Vrednosti ureditvenih parametrov za razli£ne konguracije N = 13 dipolov
v odvisnosti od amplitude zunanjega polja. Smer polja je v vsakem koraku dolo£ena
tako, da minimizira Hamiltonian sistema (3.1). Pri dovolj velikih vrednostih H vrednosti
ureditvenih parametrov sovpadajo za vsa stanja in sklepamo, da so enake tudi konguracije
dipolov.
Zanima nas primerjava spreminjanja konguracije dipolov ob pove£evanju am-
plitude zunanjega polja med vrte£o se sfero in ksno smerjo polja. V ta namen
si poglejmo azimutalno projekcijo orientacij dipolov pri razli£nih vrednostih H za
drugo vzbujeno stanje (zelena krivulja na sliki 5.13). Glede na to, da pri dovolj
velikih amplitudah polja pri£akujemo enako konguracijo, bi lahko na£eloma vzeli
katerokoli stanje. Rezultati so prikazani na sliki 5.14, kjer za os azimutalne projek-
cije izberemo smer vrtilne koli£ine prvega vzbujenega stanja v odsotnosti polja. S
tem si olaj²amo primerjavo spreminjanja orientacij s primerom za ksno smer polja.
Primerjamo torej sliki 5.5 in 5.14, prva prikazuje obna²anje prvega vzbujenega
stanja za primer s ksno smerjo zunanjega polja, druga pa primer z vrte£o se sfero
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Slika 5.14: Orientacije dipolov pri razli£nih amplitudah zunanjega polja H za kongura-
cijo drugega vzbujenega stanja N = 13  za£etno stanje, stanji po prvih dveh nezveznih
faznih prehodih ter tik pred zadnjim prehodom. Konguracije prikaºemo v azimutalni pro-
jekciji, kjer za smer osi izberemo smer vrtilne koli£ine za prvo vzbujeno stanje  to je tudi
razlog, da modra pika, ki predstavlja smer vrtilne koli£ine drugega vzbujenega stanja, na
prvi sli£ici ni centrirana. Rde£a pika, ki prikazuje smer polja, je na prvi sli£ici poravnana
z modro. V primerjavi s sliko 5.5 opazimo, da po prvem faznem prehodu vrte£i se sistem
dipolov iz drugega vzbujenega stanja preide v enako konguracijo kot prvo vzbujeno stanje
pri ksni smeri polja. Podobno tudi osnovno in prvo vzbujeno stanje po prvem faznem
prehodu pristaneta v tej konguraciji.
za drugo vzbujeno stanje. Konguraciji pri H = 0 sta seveda razli£ni, saj za£-
nemo iz razli£nih stanj. Podobnosti opazimo takoj, ko pogledamo naslednji sli£ici,
ki prikazujeta konguraciji po prvem faznem prehodu. Ujemata se tudi smeri Γ
za ti konguraciji, je pa v primeru vrte£e se sfere smer zunanjega polja nekoliko
zamaknjena. Vidimo, da so konguracije enake po drugem faznem prehodu (tretji
sli£ici). Primerjamo lahko tudi krivulje spreminjanja parametrov za prvo vzbujeno
stanje pri ksni smeri zunanjega polja (oranºna krivulja na sliki 5.4) ter primera za
vrte£o se sfero (slika 5.13), kjer so podobnosti prav tako opazne, a nekoliko manj
izrazite. Po za£etnih faznih prehodih, ko so stanja na vrte£i se sferi ºe zdruºena,
opazimo podobnosti predvsem v legi faznih prehodov ter splo²ni obliki, je pa potek
krivulj vseh parametrov med faznimi prehodi nekoliko druga£en. To je seveda ob
dodatku prostostnih stopenj sistemu pri£akovano.
Kot je ºe bilo omenjeno, pride po zadnjem faznem prehodu do razcepa stanj 
konguracija za osnovno in prvo vzbujeno stanje (sliki 5.15a in 5.15b) sta razli£ni
od konguracije za drugo vzbujeno stanje (sliki 5.15c in 5.15d). Podobno kot pri
histerezi konguracije N = 12 pri ksini smeri polja (poglavje 5.1), se tudi tu pojavi
odvisnost od izbranega koraka pove£evanja polja v simulaciji. Odvisno od te izbire
se ob zadnjem faznem prehodu stanje razcepi na tri stanja, dve stanji (na sliki 5.13
prikazan primer), lahko pa se zgodi tudi, da do razcepa ne pride. Poglejmo si nekoliko
podrobneje prikazan primer razcepa na dve stanji  obe sta na sliki 5.15 prikazani
kmalu po faznem prehodu ter v nasi£eni konguraciji in hitro opazimo, da sta tudi
navidez povsem razli£ni. Razlog za ta razcep so najverjetneje majhne razlike med
stanji v orientacijah dipolov ter polja zaradi razli£nih za£etnih konguracij. eprav
smo za optimalno smer polja pokazali, da je ob upo²tevanju simetrij ekvivalentna,
je to ºe znak, da konguracije niso absolutno enake, kar lahko vodi minimizator v
razli£ne konguracije. Za bolj poglobljeno razlago tega razcepa bodo potrebne ²e
nadaljnje raziskave  odprto ostaja vpra²anje, ali je stanje pri zelo velikih vrednostih
polja samo eno, ali imamo za nesimetri£ne strukture ²e vedno lahko ve£ lokalnih
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5.3. Vrte£a se sfera
ekstremov.
(a) Prvo vzbujeno
stanje po zadnjem fa-
znem prehodu.
(b) Kon£na kongu-
racija za prvo vzbu-
jeno stanje.
(c) Drugo vzbujeno
stanje po zadnjem fa-
znem prehodu.
(d) Kon£na kongu-
racija za drugo vzbu-
jeno stanje.
Slika 5.15: Primerjava konguracij pri velikih amplitudah zunanjega polja za prvo vzbu-
jeno stanje  sliki (a) in (b)  in drugo vzbujeno stanje  sliki (c) in (d). Izberemo vrednosti
H = 8.241 ter H = 12.0, kjer ºe pride do nasi£enja magnetizacije. Os azimutalne projek-
cije je za laºjo medsebojno primerjavo konguracij za obe stanji izbrana kot smer vrtilne
koli£in prvega vzbujenega stanja v odsotnosti magnetnega polja. Stanji sta razli£ni kljub
temu, da sta bili pred zadnjim faznim prehodom enaki (slika 5.14). Ob primerjavi azi-
mutalnih projekcij stanj pri isti smeri osi projekcije sicer vedno obstaja moºnost, da sta
ob upo²tevanju simetrije pozicijskega reda obe stanji ekvivalentni. Primerjava energij ter
ureditvenih parametrov (slika 5.13) to moºnost izklju£i.
Pomembno ostane dejstvo, da na vrte£i se sferi v zunanjem polju za N = 13
opazimo kolaps razli£nih za£etnih stanj v eno samo stanje, vsaj do velikih vrednosti
zunanjega polja. Tako se vpra²amo, £e sistemi za druga£ne N kaºejo enake lastnosti.
Vsi preverjeni primeri nam to potrdijo  stanja se zdruºijo, a je amplituda polja,
pri kateri se to zgodi, lahko tudi blizu vrednosti za nasi£enje. Tak je primer za
N = 19, razvoj ²tirih najpogostej²ih stanj v prisotnosti zunanjega polja je prikazan
na sliki 5.16.
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Poglavje 5. Vplivi zunanjega polja
(a) Magnetizacija. (b) Susceptibilnost.
(c) Velikost vrtilne koli£ine. (d) Glavna lastna vrednost.
Slika 5.16: Vrednosti ureditvenih parametrov za ²tiri najpogostej²e konguracije N = 19
dipolov v odvisnosti od amplitude zunanjega polja za vrte£o se sfero. Opazimo, da se
razli£na za£etna stanja zdruºijo v isto konguracijo ²ele pri velikih vrednostih H.
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Poglavje 6
Kvadrupolni sistemi na sferi
V tem poglavju si poglejmo ²e obna²anje kvadrupolnih sistemov na sferi. Enako kot
v primeru dipolov se osredoto£imo na orientacijske re²itve ob ksnem pozicijskem
redu, ki ga dolo£ajo re²itve Thomsonovega problema in z BFGS algoritmom mini-
miziramo Hamiltonian 3.14 oziroma 3.15. Za£etne orientacije ponovno izºrebamo iz
enakomerne porazdelitve po prostorskem kotu  za linearne kvadrupole smeri vek-
torjev ki tako dolo£imo neposredno, za planarne kvadrupole pa najprej izºrebamo
smer normalnih vektorjev ai, iz teh pa lahko dolo£imo paroma ortogonalne vektorje
mi in ni po denicijah iz poglavja 3.2.
6.1 Linearni kvadrupoli
Za dipole na sferi smo z argumentom, da bo osnovna konguracija minimizirala sku-
pno magnetizacijo sistema, lahko sklepali o tangentni ureditvi dipolov na povr²ini
sfere. To smo tudi potrdili z za£etnimi simulacijami in se kasneje v iskanju sta-
bilnih konguracij omejili le na tangentni primer, s £imer smo zmanj²ali dimenzijo
problema. Za kvadrupole tako sklepanje seveda ni ustrezno in simulacije hitro po-
kaºejo, da moramo pri minimizaciji upo²tevati vse orientacijske prostostne stopnje.
Naklju£ne za£etne konguracije ponovno vodijo do ve£jega ²tevila razli£nih re²i-
tev pri posameznem N . Energije ter ²tevilo vseh najdenih re²itev za 1000 minimi-
zacijskih simulacij pri razli£nih vrednosti N med 10 in 60 so prikazane na sliki 6.1.
Zanimiva je predvsem energijska odvisnost  energije konguracij ob ve£anju N
najprej padajo, v okolici N = 40 pa za£nejo nara²£ati. Tako obna²anje je pov-
sem razli£no od obna²anja dipolnih sistemov, kjer se energija s pove£evanjem N
zmanj²uje in kaºe na to, da kvadrupolne konguracije na sferi ne bodo podobne di-
polnim. Manj presene£eni smo nad ²tevilom najdenih konguracij pri posameznem
N (slika 6.1b), kjer spet opazimo trend eksponentnega nara²£anja ob ve£anju N .
Za kvantitativno ovrednotenje odstopanja od tangentne ravnine deniramo pa-
rameter odstopanja
ξ =
1
N
N∑
i=1
|k̂i · r̂i|, (6.1)
ki predstavlja povpre£no vrednost kosinusa kota med orientacijo linearnega kvadru-
pola k̂i ter normalo na sfero, ki jo dolo£a pozicija kvadrupola r̂i. Vrednost ξ = 0
torej pomeni povsem tangentno ureditev.
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(a) Energije vseh konguracij. (b) tevilo vseh konguracij.
Slika 6.1: Rezultati 1000 ponovitev minimizacije energije iz razli£nih naklju£nih za£etnih
orientacij linearnih kvadrupolov za nekaj vrednosti N med 10 in 60. Dovoljena je netangen-
tna ureditev. V nasprotju s sistemi dipolov na sferi, kjer energija osnovnih stanj monotono
pada, za linearne kvadrupole opazimo, da po za£etnem padanju energija konguracij ob
pove£evanju N nara²£a.
Podobno kot smo za primer urejanja dipolov denirali ureditveni tenzor (ena£ba
(4.3)), lahko za kvadrupole ta tenzor deniramo kot povpre£ni tenzor vseh kvadru-
polov
Q =
1
N
N∑
i=1
Qi. (6.2)
Ta denicija se od dipolnega primera razlikuje za faktor 3/2, a jo lahko uporabimo
tudi za planarne kvadrupole in je tako na tem mestu bolj ustrezna.
Preden podrobneje predstavimo nekaj konguracij za razli£ne N , si poglejmo ²e,
kak²ne vrednosti zavzamejo ureditveni parametri razli£nih konguracij pri istem N
 na sliki 6.2 so prikazane energije, pogostost konguracije v 1000 ponovitvah ter
oba zgoraj denirana ureditvena parametra za N = 19 in N = 60. Energije in po-
gostosti zavzamejo podoben trend kot za primer dipolov, predstavljen na sliki 4.4.
Pri N = 60 opazimo znatno ve£je ²tevilo najdenih konguracij (skoraj 500 razli£nih
konguracij v 1000 ponovitvah minimizacije). V nasprotju z dipolnimi kongu-
racijami ugotovimo, da najmanj²a lastna vrednost tenzorja Q ni dobro merilo za
urejenost konguracij, saj ob vi²anju energije konguracije ne kaºe nobenega trenda
spreminjanja. Neustreznost za razlo£evanje urejenosti konguracij opazimo tudi pri
parametru odstopanja od tangentne ravnine ξ, ki zavzame podobne vrednosti za vse
konguracije pri danem N .
Poglejmo si sedaj nekaj primerov konguracij kvadrupolov na sferi. Zaradi ne-
tangentne ureditve postane dvodimenzionalna azimutalna projekcija manj primerna,
zato se osredoto£imo le na trodimenzionalni prikaz. V pomo£ pri vizualizaciji odsto-
panja od tangentne ravnine obarvamo dvojne pu²£ice, ki predstavljajo kvadrupole,
v razli£ne odtenke sive. Povsem £rna barva pomeni lego v tangentni ravnini, povsem
bela pa orientacijo pravokotno na ravnino. Osnovni konguraciji sistemov z N = 12
in N = 60 dipolov sta prikazani na sliki 6.3. Pri nobeni konguraciji ne opazimo
globalnega orientacijskega reda. Za primer N = 12 z ikozaedri£no simetrijo pozicij
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6.1. Linearni kvadrupoli
(a) N = 19.
(b) N = 60.
Slika 6.2: Energije, pogostost ter vrednosti razli£nih ureditvenih parametrov za 1000
ponovitev minimizacijske simulacije pri N = 19 in N = 60. Na horizontalni osi so ponovno
po nara²£ajo£i energiji urejene in o²tevil£ene vse najdene konguracije.
na sferi so nasproti leºe£i dipoli vsi paroma orientirani v enako smer (enaka sta tudi
kota odklona od tangentne ravnine). Pri N = 60 ²e teºje opazimo kakr²nokoli ure-
ditev konguracije. Mestoma lahko posku²amo prepoznati vzorce, ki bi bili podobni
re²itvam na dvodimenzionalnih re²etkah (slika 3.5), a hitro vidimo, da so strukture
zaradi nepravilnosti pozicijske mreºe povsem spremenjene.
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(a) Osnovna konguracija za N = 12. (b) Osnovna konguracija za N = 60.
Slika 6.3: Osnovni konguraciji linearnih kvadrupolov za N = 12 in N = 60. Siv odtenek
prikazuje odstopanje od tangentne ravnine, pri £emer povsem £rna barva pomeni lego v
tangentni ravnini, povsem bela barva pa orientacijo pravokotno na ravnino. Za primer
N = 12 opazimo, da so nasproti leºe£i kvadrupoli orientirani v povsem identi£no smer, a
globalnega orientacijskega reda ne opazimo. Za N = 60 prav tako ne prepoznamo nobene
urejene strukture.
Lep²e so urejena nekatera stanja primerov za niºje vrednosti N . Kot primer
si poglejmo vzbujeni konguraciji za N = 14 (slika 6.4). Osnovno stanje ne kaºe
lepih lastnosti. Pri prvem vzbujenem stanju opazimo, da se kvadrupoli na dveh
sosednjih obro£ih okrog simetrijske osi sistema orientirajo skoraj pravokotno eni na
druge (slika 6.4a). Tako tvorijo vzorec ribje kosti, ki je zna£ilen za heksagonalne
dvodimenzionalne re²etke. e vedno je prisotno tudi odstopanje od tangentne uredi-
tve. Situacija za drugo vzbujeno stanje je nekoliko druga£na. Kvadrupola, ki leºita
na simetrijski osi pozicij na sferi, sta poravnana s tangentno ravnino in orientirana
pravokotno drug na drugega (slika 6.4b). Ostali kvadrupoli so prav tako preteºno
orientirani v ravnini, ki je pravokotna na simetrijsko os. Primer konguracije, kjer
so kvadrupoli na simetrijski osi poravnani tangentno na sfero, je tudi osnovno stanje
za N = 18, kar kaºe na to, da se taka struktura pojavi ²e ve£krat.
Vrnimo se nazaj na povpre£no odstopanje konguracij za razli£neN od tangentne
ureditve. Na sliki 6.2 opazimo, da je ξ za primer N = 60 znatno manj²i kot za primer
N = 19 in pojavi se vpra²anje, £e z ve£anjem N konguracije limitirajo proti povsem
tangentni ureditvi. Na sliki 6.5 prikaºemo odvisnost parametera ξ osnovnega stanja
pri danem N od ²tevila kvadrupolov. Opazimo, da se povpre£no odstopanje od
tangentne ureditve zmanj²uje z nara²£anjem ²tevila kvadrupolov. V limiti N → ∞
torej pri£akujemo, da bodo kvadrupoli urejeni tangentno, podobno kot v primeru
dvodimenzionalnih re²etk, obravnavanih v poglavju 3.2.
Kljub temu, da stanja linearnih kvadrupolov na sferi niso tangentna, si poglejmo,
kako vsiljena tangentna orientacija vpliva na ureditev takih kvadrupolov. Na sliki 6.6
so prikazane energije ter ²tevilo konguracij za razli£ne vrednosti N . Hitro opa-
zimo, da so energije teh konguracij nekoliko vi²je od energij prostih kvadrupolov
(slika 6.1), kar je seveda smiselno, saj vsiljena tangentna ureditev prepre£i relaksa-
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(a) Prvo vzbujeno stanje za N = 14. (b) Drugo vzbujeno stanje za N = 14.
Slika 6.4: Osnovno ter drugo vzbujeno stanje za N = 14. Opazimo, da so v prvem
vzbujenem stanju kvadrupoli v sosednjih obro£ih orientirani skoraj pravokotno eni na druge
in pojavi se vzorec ribje kosti. V drugem vzbujenem stanju sta kvadrupola, ki leºita na
simetrijski osi pozicij na sferi, poravnana s tangentno ravnino (£rna barva) in pravokotna
drug na drugega, ostali kvadrupoli pa orientirani preteºno v ravninah, ki je pravokotna na
to os.
Slika 6.5: Spreminjanje parametra odstopanja od tangentne ureditve ξ za osnovno stanje
pri vsakem danem N . Opazimo, da z ve£anjem ²tevila dipolov ξ pada, kar pomeni, da
se kot med osjo kvadrupolov in tangentno ravnino v povpre£ju zmanj²uje. Tako lahko
pri£akujemo, da bodo v limiti velikih N vsi kvadrupoli urejeni tangentno na sfero, a rahlo
zvi²anje ξ v proti N = 70 nakazuje, da so za to potrebni precej ve£ji N .
cijo v lokalne minimume prostega primera. Opazimo tudi, da je ²tevilo razli£nih
stanj za posamezne N je v primeru tangentno urejenih kvadrupolov znatno manj²e
od ²tevila stanj za prost primer.
Ureditvenih parametrov, ki bi nam povedali kaj ve£ o urejenosti struktur, zaen-
krat nismo na²li. Zaradi tangentne ureditve je parameter ξ za vsa stanja identi£no
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(a) Energije vseh konguracij. (b) tevilo vseh konguracij.
Slika 6.6: Rezultati 1000 ponovitev minimizacije energije iz razli£nih naklju£nih za£etnih
orientacij linearnih kvadrupolov za nekaj vrednosti N med 10 in 48. Orientacije dipolov
omejimo na tangentno ureditev na sferi. Graf spreminjanja energij z N ima enako obliko
kot pri netangentnem primeru, opazimo pa, da so sedaj energije osnovnih stanj za enak N
vi²je. tevilo najdenih konguracij se v primerjavi z netangentnim primerom zmanj²a.
enak 0, za lastne vrednosti ureditvenega tenzorja (ena£ba (6.2)) pa hitro ugotovimo,
da (podobno kot v tangentnem primeru) niso dober indikator urejenosti kvadru-
polov. Tangentna ureditev tudi povzro£i, da so vse lastne vrednosti po absolutni
vrednosti majhne, reda velikosti 10−2. Konstrukcija primernih ureditvenih parame-
trov ostaja torej odprto vpra²anje za nadaljnje raziskave.
Najprej si poglejmo obe stanji tangentnega primera N = 12 linearnih kvadru-
polov na sferi. Podobno kot v primeru prostih kvadrupolov so tudi tu v osnovnem
stanju nasprotno leºe£i kvadrupoli orientirani v isto smer (slika 6.7a). Bolj zanimivo
je vzbujeno stanje. Nasprotni kvadrupoli se orientirajo pravokotno drug na drugega
(slika 6.7b), kar tudi mo£no zvi²a energijo sistema  v nasprotju z negativno energijo
osnovnega stanja je ta celo pozitivna. e dva primera konguracij osnovnih stanj
sta prikazana na sliki 6.8. Za primer N = 14 opazimo, da je osnovno stanje podobno
prvemu vzbujenemu stanju netangentnega primera (slika 6.4a)  kvadrupoli na so-
sednjih obro£ih so orientirani skoraj pravokotno eden na drugega in tvorijo vzorec
ribje kosti. Kvadrupola na obeh polih nista poravnana drug z drugim, kot smo to
opazili za N = 12. Za primer N = 60 tako kot v netangentnem primeru ne opazimo
nobene globalne ureditve.
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6.1. Linearni kvadrupoli
(a) Osnovno stanje. (b) Vzbujeno stanje.
Slika 6.7: Primerjava najdenih stanj za tangentno ureditev linearnih kvadrupolov pri
N = 12. Med tem ko so nasproti leºe£i kvadrupoli v osnovnem stanju poravnani, so pri
vzbujenem stanju orientirani pravokotno eden na drugega.
(a) N = 14. (b) N = 60.
Slika 6.8: Osnovna stanja tangentno urejenih kvadrupolov za N = 14 in N = 60. Opa-
zimo, da so strukture podobne kot v primeru prostih kvadrupolov. ZaN = 14 so kvadrupoli
na sosednjih obro£ih orientirani skoraj pravokotno v vzorec ribje kosti, za N = 60 pa ne
opazimo nobene lepe ureditve. Navidezna netangentna orientacija kvadrupola na polu sfere
za N = 14 je le artefakt vizualizacije v Mathematici.
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6.2 Planarni kvadrupoli
Za konec si poglejmo ²e obna²anje sistema planarnih kvadrupolov na sferi. Zaradi
druga£ne oblike tenzorja linearnih in planarnih kvadrupolov pri£akujemo, da bodo
lahko strukture povsem druga£ne. To nam hitro potrdijo tudi za£etne simulacije,
kjer se kljub dovoljeni netangentni ureditvi vzpostavijo le tangentne konguracije 
podobno kot v primeru iskanja dipolnih konguracij lahko tako zmanj²amo ²tevilo
prostostnih stopenj sistema z 2N na N , £e dovolimo le rotacije v tangentni rav-
nini. Parameter odstopanja od tangentne ravnine ξ, ki smo ga denirali za linearne
kvadrupole, tako za planarne kvadrupole ni smiseln. Prav tako podobno kot v pri-
meru tangentne ureditve linearnih kvadrupolov ugotovimo, da so lastne vrednosti
ureditvenega tenzorja (6.2) majhne in niso dobro merilo urejenosti strukture.
Da bo obna²anje sistema planarnih kvadrupolov res bolj podobno sistemu dipolov
kot sistemu linearnih kvadrupolov nam potrdi graf energij vseh najdenih kongu-
racj pri razli£nih N (slika 6.9a), kjer opazimo monotono padanje energij osnovnih
konguracij ob pove£evanju ²tevila kvadrupolov. Prilega se ji poten£na krivulja
⟨E⟩ ∝ N2.17, razlago take odvisnosti pa pustimo za prihodnje raziskovanje. tevilo
najdenih stanj je pri posameznih N manj²e od ²tevila stanj pri enakem N tako v
primerjavi s sistemi linearnih kvadrupolov za netangentno ureditev (slika 6.1b) kot
tudi sistemi dipolov (slika 4.3b) in primerljivo s ²tevilom stanj za vsiljeno tangentno
ureditev linearnih kvadrupolov (slika 6.6b).
(a) Energije vseh konguracij. (b) tevilo vseh konguracij.
Slika 6.9: Rezultati 1000 ponovitev minimizacije energije iz razli£nih naklju£nih za£etnih
orientacij linearnih kvadrupolov, urejenih tangentno na sfero, za nekaj vrednosti N med 10
in 60. Energija osnovnih stanj monotono pada, podobno kot v primeru dipolnih sistemov.
Prilega se ji poten£na krivulja ⟨E⟩ ∝ N2.17.
Na sliki 6.10 sta prikazani osnovni stanji za N = 12 ter N = 14. Rde£e pu²£ice
predstavljajo os, ki jo dolo£a vektor m̂, modre pa os, ki jo dolo£a n̂. Konguracija za
N = 12 ima enake lastnosti kot osnovno stanje sistema linearnih kvadrupolov, kjer
sta nasprotna kvadrupola poravnana (slika 6.10a). Podobno najdemo tudi stanje,
kjer sta nasprotna kvadrupola zasukana za kot π/2. Tudi osnovno stanje primera
N = 14 je podobno tangentnemu primeru linearnih kvadrupolov  opazimo, da so
kvadrupoli na sosednjih obro£ih urejeni pravokotno eni na druge. Kvadrupola, ki
leºita na simetrijski osi sistema, nista poravnana.
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6.2. Planarni kvadrupoli
(a) Osnovna konguracija za N = 12. (b) Osnovna konguracija za N = 14.
Slika 6.10: Osnovni konguraciji planarnih kvadrupolov za N = 12 in N = 14. Za primer
N = 12 opazimo, da so nasproti leºe£i kvadrupoli ponovno poravnani, za N = 14 pa se
kvadrupoli na sosednjih obro£ih tako kot v tangentnem primeru linearnih kvadrupolov,
orientirajo pravokotno eni na druge.
Zanimive so predvsem strukture za ve£jeN . Kvadrupoli se razporedijo v niti, kjer
so sosednji kvadrupoli orientirani pravokotno drug na drugega. Zaradi ukrivljene
povr²ine sfere se ne moremo izogniti topolo²kim defektom [16, 17, 18]  pojavijo se
²tiri to£ke z ovojnim ²tevilom 1/2, ki so razporejene v ogli²£a tetraedra (s £imer je
razdalja med njimi maksimalna), tako da skupen topolo²ki naboj zna²a 2 in je enak
Eulerjevi karakteristiki sfere. Nastala struktura ima obliko bejzbolske (oz. teni²ke)
ºogice, kar je ilustrirano na sliki 6.11, in je enaka strukturi tanke lupine nematskih
teko£ih kristalov na sferi [19]. To nas ne presene£a, saj je direktor v sistemu teko£ih
kristalov ravno kvadrupolni moment porazdelitve njihovih orientacij.
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(a) Osnovna konguracija za N = 60. (b) Shematska ilustracija ureditve.
Slika 6.11: Osnovna konguracija sistema planarnih kvadrupolov za N = 60 je urejena
podobno kot tanke nematske lupine  pojavi se struktura bejzbolske ºogice s ²tirimi defekti
z ovojnim ²tevilom 1/2, razporejenimi v ogli²£a tetraedra. Slika (b) je povzeta po [19].
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Zaklju£ek
Obravnavanje sistema to£kastih dipolov ter kvadrupolov na sferi se izkaºe za zah-
tevno. Re²evanja smo se lotili pri ksnem pozicijskem redu, izbrali smo pozicije re²i-
tev Thomsonovega problema, in z numeri£nimi metodami minimizirali Hamiltonian
sistema, kjer smo upo²tevali interakcije med vsemi pari gradnikov. Kot posledica
topologije sfere imajo dipoli na njeni povr²ini med sabo razli£ne okolice in pojavi
se lahko ve£ metastabilnih konguracij. tevilo najdenih stanj kaºe trend ekspo-
nentne rasti s ²tevilom dipolov, pri £emer pa za stanja z vi²jo simetrijo pozicijskega
reda najdemo manj²e ²tevilo stanj. Za kvantitativno klasikacijo struktur smo de-
nirali razli£ne ureditvene parametre. Vsa osnovna stanja imajo vrtin£no obliko,
vi²ja vzbujena stanja pa so lahko delno urejena oziroma kaºejo druga£no ureditev 
tak²no je na primer prvo vzbujeno stanje pri N = 14, kjer v primerjavi z osnovnim
stanjem pride do zasuka enega izmed dipolnih obro£ev.
Raziskali smo tudi odziv dipolnih sistemov na zunanje polje, najprej za ksno
smer polja v smeri vrtilne koli£ine Γ za vsako konguracijo. Pri tem smo lo£ili
primera za sisteme z vsiljeno tangentno ureditvijo in sisteme prostih dipolov. Ob-
na²anje je v obeh primerih podobno; za visoko simetri£na osnovna stanja, kot je
stanje pri N = 12, dobimo le en zvezen orientacijski fazni prehod, medtem ko za
manj urejena stanja ugotovimo prisotnost nezveznih fazni prehodov. Njihovo ²tevilo
je odvisno predvsem od urejenosti za£etne konguracije, delno pa tudi od velikosti
sistema. Pri raziskovanju histerezne krivulje ostaja odprto vpra²anje odvisnosti od
koraka pove£evanja polja v simulaciji. Izvedli smo tudi simulacijo vrte£e se sfere,
kjer smo v vsakem koraku dolo£ili tudi optimalno smer zunanjega polja za minimi-
zacijo energije. Izkaºe se, da pride do zdruºitve razli£nih za£etnih stanj v eno samo
stanje. Nekaj dvomov tu povzro£a ponoven razcep stanj za primer N = 13, ki pa
je odvisen tudi od koraka pove£evanja polja. Za potrditev obstoja ve£ metastabil-
nih konguracij pri velikih amplitudah polja za vrte£o se sfero bodo potrebne ²e
nadaljnje raziskave.
V zadnjem poglavju smo preu£ili urejanje sistema linearnih in planarnih kva-
drupolov na sferi. Obna²anje linearnih kvadrupolov je nenavadno, odvisnost energij
stanj od ²tevila gradnikov ni poten£no, ampak najprej pada za majhne N , nato pa
se trend obrne in energije konguracij za£nejo nara²£ati. Stabilne konguracije vsaj
pri majhnih N niso tangentne, a dobimo pri vsiljeni tangentni ureditvi podobno
obna²anje. Za uspe²no nadaljnjo analizo stanj bo potrebna tudi konstrukcija pri-
mernih ureditvenih parametrov. Konguracije planarnih kvadrupolov so tangentne
na sfero, pri vi²jih N opazimo, da se pojavi struktura bejzbolske ºogice s ²tirimi
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defekti z ovojnim ²tevilom 1/2.
Poleg ºe omenjenih idej za nadaljnje raziskovanje je zanimivo vpra²anje urejanja
pri neni£elni temperaturi  v ta namen si lahko pomagamo z Monte Carlo simulacijo.
Problem lahko raz²irimo tudi tako, da omogo£imo premike dipolov po sferi, a v tem
primeru morajo imeti delci kon£ne dimenzije, da se izognemo divergencam. e ena
od moºnosti je zamenjava interakcije med delci za eno od drugih poten£nih interakcij
ali pa obravnava sistema multipolov na druga£ni topologiji, na primer na torusu.
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